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Flessibilit�adelsistemadicontrollo.

Prestazionidelsistemadicontrollo.

Colloquioconsistemidisupervisione.

Complessit�adiprogetto
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Schematipicodiuncontrollodigitale
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Schematipicodiuncontrollodigitale
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(a)Segnaleanalogico(b)segnalecampionato(c)Segnalequantizzato
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Dispositividiinterfaccia

�A/D,convertitoreAnalogico/Digitale

-- A=D
x(t)x(kT)

�
�
�

-
x(t)x(kT)

�D/A,convertitoreDigitale/Analogico

-- D=A
x(kT)xr(t)

--
H

x(kT)-
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Ipotesidilavoro.

1.Iltempodielaborazione�etrascurabilerispettoaltempodicampionamento.

2.L'errorediquantizzazione�etrascurabile(lunghezzadiparolaALUdelcalcolatoregrande).
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Caratteristichedelcontrollodigitale

�Ilmodellodelsistemacomplessivohaduecaratteristiche:

{Ilprocesso/impianto:modelloatempocontinuo

{Ilcontrollore:leggedicontrolloatempodiscreto

�Ilsegnaledigitalehalepropriet�adiessere:

{Campionato)de�nitoagliistantikT,k=0;1;:::

{Quantizzato)rappresentatodaunnumero�nitodibits.

�Strumentomatematicoperiltrattamentodeisegnalidigitali:

{Equazionialledi�erenzeeTraformataZeta

Universit�adiFerrara,DipartimentodiIngegneria

ViaSaragat,1,I-44100,Ferrara(FE)
CorsodiControlloDigitale



SilvioSimani-Lez0.tex9

Equazionialledi�erenze.

�Permettonodirappresentaresistemilacuirelazioneingresso-uscitadipendedaltempo,valutato

adistantidiscreti.

�Esempio:

Datouncapitaley(kT)valutatonelperiodokT,untassodiinteresse

aedunversamentou(kT)e�ettuatosemprenellostessoperiodokT,

calcolareilcapitalenelperiodosuccessivoy((k+1)T).

�soluzione:y((k+1)T)=ay(kT)+u(kT)
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Equazionealledi�erenzelineareordinariadiordinen.

Ingeneraleunsistemadinamicode�nitoatempodiscretopu�oessererappresentatodauna

equazionealledi�erenzedeltipo:

y((k+n)T)+an�1y((k+n�1)T)+���+a1y((k+1)T)+a0y(kT)=

bmu((k+m)T)+bm�1u((k+m�1)T)+���+b1u((k+1)T)+b0u(kT)

doveicoeÆcientian�1;:::;a1;a0ebm�1;:::;b1;b0sonocostanti.
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L'equazionealledi�erenzerappresentalastrutturadelsistema,mentreicoeÆcienti

an�1;:::;a1;a0ebm�1;:::;b1;b0sonoiparametridelmodello.

u(kT)y(kT)

y((k+n)T)+���+y((k+1)T)

u((k+m)T)+���+u((k+1)T)

Sistema
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Acosaservel'equazionealledi�erenze?

Predizione:Risolvendola,conoscendoilvaloredell'ingressou(kT)inuncertointervallo

k2[k0;kn]edunacondizioneinizialey(k0T),possopredireilvaloredell'uscitay(kT)nello

stessointervallo.

Analisi:MedianteunasempliceanalisideicoeÆcientian�1;:::,possodeterminarealcune

caratteristichedelsistema,valideingeneralequalunquesiailparticolareingressoapplicato.
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Notesullucido12

EsempioinMatlab:

COnsiderouncapitaleinzialedi1.000.000,acuiaggiungoilprimoanno300.000,ilsecondo400.000edilterzo500.000,conuninteressedel

10%,qual�eilcapitaleall'iniziodelquartoanno?

Nota:l'interessedel10%sitraduceinuncoeÆcientea=1:1.CosaaccadrebbeseilcoeÆcientefossedia=0:5?

Universit�adiFerrara,DipartimentodiIngegneria

ViaSaragat,1,I-44100,Ferrara(FE)
CorsodiControlloDigitale

SilvioSimani-Lez0.tex13

LaTrasformataZeta�eunafunzionecomplessadivariabile

complessa,utilizzataperanalizzareimodellimatematici

(equazionialledi�erenze)deisistemi�sicide�nitiatempo

discreto.
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Z-Trasformata

�Siadataunasequenzadivalorixk2<;de�nitaperk=0;1;2;:::enullaperk<0.

LaZ-trasformata(unilatera)dellasequenzaxk�elafunzionedivariabilecomplessazde�nita

come
X(z)=Z[xk]=x0+x1z

�1
+���+xkz

�k
+���

=P1

k=0xkz
�k

�Nelcasoincuilasequenzadivalorixksiaottenutacampionandouniformementeconperiodo

Tunsegnalecontinuodescrittodallafunzionex(t);t�0,siavr�achexk=x(kT).
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�L'espressioneestesa

X(z)=x(0)+x(T)z
�1

+x(2T)z
�2

+���+x(kT)z
�k

+���

implicalaspeci�cazionedelparametroperiododicampionamentoT,dacuidipendonoi

valorideicampionidellasequenza,cio�eicoeÆcientidellaserie.

�Siusa:

X(z)=Z[X(s)]

intendendo:

X(z)=ZhnL�1[X(s)]���
t=kT

oi
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TrasformataZdell'impulsounitario.

�Impulsodiscretounitario.

x(kT)=�1kT=0

0kT6=0

dacui:

X(z)=Z[x(t)]=

1
X
k=0

x(kT)z
�k

=1+0z
�1

+0z
�2

+0z
�3

+���=1
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TrasformataZdelgradinounitario.

�Gradinounitario:Siadatalafunzionegradinounitario:

x(kT)=h(kT)=�1kT�0

0kT<0

�LatrasformataZvale:

H(z)=Z[h(kT)]=

1
X
k=0

h(kT)z
�k

=

1
X
k=0

z
�k

=1+z
�1

+z
�2

+z
�3

+���

=
1

1�z
�1=

z

z�1

�Laserie�econvergenteperjzj>1.
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TrasformataZdellaRampaunitaria.

�Rampaunitaria.Siconsiderilafunzionerampaunitaria:

x(kT)=�kTkT�0

0kT<0

�LaZ-trasformata�e

X(z)=Z[kT]=

1
X
k=0

x(kT)z
�k

=T

1
X
k=0

kz
�k

=T(z
�1

+2z
�2

+3z
�3

+���)

=Tz
�1

(1+2z
�1

+3z
�2

+���)=T
z
�1

(1�z
�1

)
2=T

z

(z�1)
2

convergenteperjzj>1.
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Propriet�adellatrasformataZ(1).

�Linearit�a:

Z[k1f1(kT)+k2f2(kT)]=k1Z[f1(kT)]+k2Z[f2(kT)]
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Propriet�adellatrasformataZ(2).

Teoremadellatraslazioneneltempo.SiaX(z)=Z[x(kT)],en=1;2;:::,allora

Z[x(kT�nT)]=z
�n

X(z)(ritardo)

Z[x(kT+nT)]=z
n"

X(z)�
n�1
X
k=0

x(kT)z
�k#

(anticipo)
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�Inmodoimprecisomaoperativo:

z
�1

x(kT)=x((k�1)T)

z
�2

x(kT)=x((k�2)T)

zx(kT)=x((k+1)T)

ecos��via.
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Funzioneditrasferimentodiscretodiunsistema.

�LaFunzionediTrasferimentodiscretodiunsistema�eunafunzioneavariabilecomplessa

G(z)checaratterizzacompletamanteilsistema�sicoinesame.

�Larispostadelsistemaaqualunquesegnalediingressopu�oesseredeterminataattraversola

funzioneditrasferimento:

Y(z)=G(z)U(z)

doveU(z)eY(z)sonoletrasformatedeisegnalidiingressoediuscitadelsistema.
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Lafunzioneditrasferimentodiunsistemapu�oesseredeterminatadallaequazionedi�erenzialedel

sistema,applicandolepropriet�adellatrasformataZeta:

s
n
Y(z)+an�1z

n�1
Y(z)+:::a1zY(z)+a0Y(z)=

bmz
m

U(z)+bm�1z
m�1

U(z)+:::+b1zU(z)+b0U(z)

dacui:

G(z)=
Y(z)

U(z)
=

bmz
m

+bm�1z
m�1

+���+b1z+b0

z
n

+an�1z
n�1+���+a1z+a0
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�SeutilizziamocomeingressoilsegnaleimpulsivoU(z)=1:

G(z)=
Y(z)

1
otteniamochelafunzioneditrasferimentodiscretodelsistema�eugualeallaZ-trasformata

delsegnalediuscitadelsistema.
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Equazionecaratteristica.

�L'equazionecaratteristicadiunsistemasiottieneprendendoildenominatoredellafunzione

ditrasferimentoeduguagliandoloazero.

z
n

+an�1z
n�1

+���+a1z+a0=0

�Lesoluzioniditaleequazionealgebricavengonodettepolidelsistema.

�Ipolidiunsistemadescrivonocompletamenteilsuocomportamantodinamico.
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Stabilit�adiunsistemaatempodiscreto.

�Sealmenounadelleradicidellaequazionecaratteristicahamodulomaggiorediuno,la

corrispondenteequazionealledi�erenze�einstabile,cio�elasuasoluzionediverger�aalcrescere

deltempopercondizioneiniziale�nita.

�Setutteleradicidell'equazionecaratteristicasonoentroincerchiounitario,allorala

corrispondenteequazionealledi�erenze�estabile,cio�elasuasoluzioneconverger�aazero

alcresceredeltempoperognicondizioneiniziale�nita
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Ilcampionamentodisegnalicontinui.

�Nellaautomazioneindustrialeisistemidiinteresse(attuatorielettrici,sistemimeccanici,....)

hannouncomportamentointrinsecamenteatempocontinuo.

�Lanecessit�adioperareatempodiscretonascedall'utilizzodeicalcolatori.

�Occorrede�nireunmetodopertradurreisegnaliatempocontinuoinsegnaliatempoinmodo

daminimizzarelaperditadicontenutoinformativo.
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Ilprocessodicampionamento.
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lezione1
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�PROCESSO:

Uninsiemedioperazionioditrasformazionichedevonoavvenireinsequenzaopportunainun

impiantooinunsistema�sico

�CONTROLLODEIPROCESSI:

Insiemedimetodologie,tecnicheetecnologieorientateallaconduzioneautomatizzatadiimpianti

industriali
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�SISTEMIDICONTROLLODIGITALE:

Sistemidicontrolloinretroazioneincui�epresenteuncalcolatoredigitaleequindiuna

elaborazioneatempodiscretodellaleggedicontrollo
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SCHEMATIPICODIUNSISTEMADICONTROLLOANALOGICO

------
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Ampli�catoreAttuatore
Sistema
controllato

Trasduttore
dimisura
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SCHEMITIPICIDIUNSISTEMADICONTROLLODIGITALE(1)

-------
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SCHEMITIPICIDIUNSISTEMADICONTROLLODIGITALE(2)

--
----

� �

-

A/D

A/D

Calcol.
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�CONTROLLODIGITALE/CONTROLLOANALOGICO:

+Maggiorecapacit�aeprecisionedielaborazione

+Maggiore
essibilit�a

+MaggioreaÆdabilit�aeripetibilit�a

+Maggioretrasmissibilit�adeisegnali

-Progettazionepi�udiÆcileearticolata

-Stabilizzabilit�api�uprecaria

-Possibilit�adiarrestinonprevisti

-Necessit�adiutilizzareenergiaelettrica
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SEGNALIDIINTERESSE

a)Analogicoditipocontinuo;b)Tempo-continuoquantizzato;c)Adaticampionati;d)Digitale

-

6

0t

x(t)

(a)

-

6

0t

x(t)

(b)

-

6

0t

x(t)

(c)
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(d)
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DISPOSITIVIDIINTERFACCIA

�A/D,convertitoreAnalogico/Digitale

-- A=D
x(t)x(kT)

�
�
�

-
x(t)x(kT)

ConcampionamentomodellatoadimpulsidiDirac:

-- A=D
x(t)x(kT)

�
�
��

-
x(t)x(kT)Æ(t�kT)

ÆT
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�D/A,convertitoreDigitale/Analogico

-- D=A
x(kT)xr(t)

--
H

x(kT)-

6

Modello:

�
�
��

-- Gr(s)
x(kT)x(kT)Æ(t�kT)xr(t)

Casodell'Hold:

Gr(s)=
1�e

�sT

s
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ANELLODICONTROLLODIGITALE

�Partetempocontinua:processo/impianto

�Partetempodiscreta:sistemadicontrollo

�CampionamentoregolarediperiodoT

�TrasformataZeta
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lezione2
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�Equazionealledi�erenze:

uk=f(e0;e1;:::;ek;u0;u1;:::;uk�1)

Sef(�)�elineare:

uk=�a1uk�1�:::�anuk�n+b0ek+:::+bmek�m

Esempio:

uk=�a1uk�1�a2uk�2+b0ek

uk=uk

uk�1=uk�ruk

uk�2=uk�2ruk+r
2
uk

a2r
2
uk�(a1+2a2)ruk+(a2+a1+1)uk=b0ek

Universit�adiFerrara,DipartimentodiIngegneria

ViaSaragat,1,I-44100,Ferrara(FE)
CorsodiControlloDigitale



SilvioSimani-Lez2.tex42

�Soluzionediequazionialledi�erenzeacoef�cienticostanti

uk=uk�1+uk�2k�2

u0=u1=1.

0

5

10

15

20

25

30

35

0123456789

oo
o

o

o

o

o

o

o

 

u(k)
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�Soluzioneelementaretipoz
k
:

cz
k

=cz
k�1

+cz
k�2

z
2
�z�1=0z1;2=(1�

p
5)=2

quindiingeneralevale:

uk=c1z
k

1+c2z
k

2

conc1;c2determinatedallecondizioniinizialiperk=0;1.In�nesiha

uk=
1+

p
5

2
p

5

 1+
p

5

2

!k

+
�1+

p
5

2
p

5

 1�p5
2

!k

Andamentodivergente,dunquesistemainstabile.
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�Sealmenounadelleradicidellaequazionecaratteristicahamodulomaggiorediuno,la

corrispondenteequazionealledi�erenze�einstabile,cio�elasuasoluzionediverger�aalcrescere

deltempopercondizioneiniziale�nita

�Setutteleradicidell'equazionecaratteristicasonoentroincerchiounitario,allorala

corrispondenteequazionealledi�erenze�estabile,cio�elasuasoluzioneconverger�aazero

alcresceredeltempoperognicondizioneiniziale�nita
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�Siadataunasequenzadivalorixk2<;de�nitaperk=0;1;2;:::enullaperk<0.La

Z-trasformata(unilatera)dellasequenzaxk�elafunzionedivariabilecomplessazde�nita

come
X(z)=Z[xk]=x0+x1z

�1
+���+xkz

�k
+���

=P1

k=0xkz
�k

Nelcasoincuilasequenzadivalorixksiaottenutacampionandouniformementeconperiodo

Tunsegnalecontinuodescrittodallafunzionex(t);t�0,siavr�achexk=x(kT):

X(z)=

1
X
k=0

x(k)z
�k
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�L'espressioneestesa

X(z)=x(0)+x(T)z
�1

+x(2T)z
�2

+���+x(kT)z
�k

+���

implicalaspeci�cazionedelparametroperiododicampionamentoT,dacuidipendonoi

valorideicampionidellasequenza,cio�eicoeÆcientidellaserie.

�Siusa:

X(z)=Z[X(s)]

intendendo:

X(z)=ZhnL�1[X(s)]���
t=kT

oi

Universit�adiFerrara,DipartimentodiIngegneria

ViaSaragat,1,I-44100,Ferrara(FE)
CorsodiControlloDigitale

SilvioSimani-Lez2.tex47

�NelleapplicazioniingegneristichelafunzioneX(z)assumeingeneraleunaespressionerazionale

frattadeltipo

X(z)=
b0z

m
+b1z

m�1
+���+bm

z
n

+a1z
n�1

+���+an

chesipu�oesprimereancheinpotenzediz
�1

:

X(z)=
z

n
(b0z

�(n�m)
+b1z

�(n�m+1)
+���+bmz

�n
)

z
n

(1+a1z
�1

+���+anz
�n

)

=
b0z

�(n�m)
+b1z

�(n�m+1)
+���+bmz

�n

1+a1z
�1

+���+anz
�n

�Esempio:

X(z)=
z(z+0:5)

(z+1)(z+2)
=

1+0:5z
�1

(1+z
�1

)(1+2z
�1

)
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�Impulsodiscretounitario,dettaanchefunzionediKroneckerÆ0(t):

x(t)=�1t=0

0t6=0

dacui:

X(z)=Z[x(t)]=

1
X
k=0

x(kT)z
�k

=1+0z
�1

+0z
�2

+0z
�3

+���=1
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�Gradinounitario:Siadatalafunzionegradinounitario

x(t)=h(t)=�1t�0

0t<0

Lafunzioneh(k)de�nitacome

h(k)=�1k=0;1;2;:::

0k<0

�edettasequenzaunitaria.Sihache

H(z)=Z[h(t)]=

1
X
k=0

h(kT)z
�k

=

1
X
k=0

z
�k

=1+z
�1

+z
�2

+z
�3

+���

=
1

1�z
�1=

z

z�1

Laserie�econvergenteperjzj>1.

Universit�adiFerrara,DipartimentodiIngegneria

ViaSaragat,1,I-44100,Ferrara(FE)
CorsodiControlloDigitale



SilvioSimani-Lez2.tex50

�Rampaunitaria.Siconsiderilafunzionerampaunitaria:

x(t)=�tt�0

0t<0

Poich�ex(kT)=kT;k=0;1;2;:::,laZ-trasformata�e

X(z)=Z[t]=

1
X
k=0

x(kT)z
�k

=T

1
X
k=0

kz
�k

=T(z
�1

+2z
�2

+3z
�3

+���)

=Tz
�1

(1+2z
�1

+3z
�2

+���)

=T
z
�1

(1�z
�1

)
2=T

z

(z�1)
2

convergenteperjzj>1.

Universit�adiFerrara,DipartimentodiIngegneria

ViaSaragat,1,I-44100,Ferrara(FE)
CorsodiControlloDigitale

SilvioSimani-Lez2.tex51

�Funzionepotenzaa
k
.Siadatalafunzione

x(k)=�a
k

k=0;1;2;:::

0k<0

conacostanterealeocomplessa.Dallade�nizionediZ-trasformatasihache

X(z)=Zhaki=1
X
k=0

x(k)z
�k

=

1
X
k=0

a
k
z
�k

=1+az
�1

+a
2
z
�2

+a
3
z
�3

+���

=
1

1�az
�1=

z

z�a

Questaseriegeometricaconvergeperjzj>jaj.
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�Funzioneesponenziale.Siadatalafunzione

x(t)=�e
�at

t�0

0t<0

dovea�eunacostanterealeocomplessa.Poich�ex(kT)=e
�akT

;k=0;1;2;:::,siha

X(z)=Zhe�ati=1
X
k=0

e
�akT

z
�k

=1+e
�aT

z
�1

+e
�2aT

z
�2

+e
�3aT

z
�3

+���

=
1

1�e
�aT

z
�1=

z

z�e
�aT

checonvergeperjzj>e
�Re(a)T

.Sinotichepera=0sihailgradinounitario.
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�Funzionesinusoidale.Siadatalasinusoide

x(t)=�sin!tt�0

0t<0

DalleformulediEulero�enotoche

sin!t=
1

2j
(e

j!t
�e

�j!t
)

X(z)=Z[sin!t]=
1

2j

�1

1�e
j!T

z
�1�

1

1�e
�j!T

z
�1

�

=
1

2j

(e
j!T

�e
�j!T

)z
�1

1�(e
j!T

+e
�j!T

)z
�1

+z
�2

=
z
�1

sin!T

1�2z
�1

cos!T+z
�2=

zsin!T

z
2
�2zcos!T+1

convergenteperjzj>1.
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�Funzionecosinusoidale.Siadatalafunzione

x(t)=�cos!tt�0

0t<0

X(z)=Z[cos!t]=
1

2

�1

1�e
j!T

z
�1+

1

1�e
�j!T

z
�1

�

=
1

2

2�(e
�j!T

+e
j!T

)z
�1

1�(e
j!T

+e
�j!T

)z
�1

+z
�2

=
1�z

�1
cos!T

1�2z
�1

cos!T+z
�2

=
z(z�cos!T)

z
2
�2zcos!T+1

jzj>1
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�Funzionecosinusoidalesmorzata.Siadatoilsegnale

x(t)=�e
�at

cos!tt�0

0t<0

X(z)=Zhe�atcos!ti=1

2
Zh(e�atej!t+e

�at
e
�j!t

)i

=
1

2

�1

1�e
�(a�j!)Tz�1+

1

1�e
�(a+j!)Tz�1

�

=
1

2

2�(e
�j!T

+e
j!T

)e
�aT

z
�1

1�(e
j!T

+e
�j!T

)e
�aT

z
�1

+e
�2aT

z
�2

=
1�e

�aT
z
�1

cos!T

1�2e
�aT

z
�1

cos!T+e
�2aT

z
�2

=
z(z�e

�aT
cos!T)

z
2
�2e

�aT
zcos!T+e

�2aTjzj>e
�aT
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�Funzionesinusoidalesmorzata

x(t)=�e
�at

sin!tt�0

0t<0

siottiene

X(z)=Zhe�atsin!ti

=
e
�aT

z
�1

sin!T

1�2e
�aT

z
�1

cos!T+e
�2aT

z
�2

=
e
�aT

zsin!T

z
2
�2e

�aT
zcos!T+e

�2aTjzj>e
�aT

�Letrasformatedellefunzionidimaggiorinteressesonosolitamenteriportateintabelle
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lezione3
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�Esempio:X(s)=
1

s(s+1)

�Primatecnica:x(t)=1�e
�t

X(z)=Zh1�e
�ti=1

1�z
�1�

1

1�e
�T

z
�1

=
(1�e

�T
)z

�1

(1�z
�1

)(1�e
�T

z
�1

)
=

(1�e
�T

)z

(z�1)(z�e
�T

)

�Secondatecnica:

X(s)=
1

s(s+1)
=

1

s
�

1

1+s

X(z)=
1

1�z
�1�

1

1�e
�T

z
�1
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�LaZ-trasformataX(z)elasuasequenzacorrispondentex(k)sonolegatedauna

corrispondenzabiunivoca

�QuestononavvieneingeneretralaZ-trasformataX(z)elasua\inversa"x(t)

�DataunaX(z)sipossonoingenereaveremoltex(t)

�Questaambiguit�anonsussistesesonoveri�catelecondizionirestrittivesuTdettatedal

TeoremadiShannon
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�Diversefunzionitempocontinuopossonoavereglistessivalorix(k)

024681012
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

t (s)

y0, y1
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�PROPRIET�AETEOREMIDELLA

Z-TRASFORMATA

�Linearit�a:
x(k)=af(k)+bg(k)

X(z)=aF(z)+bG(z)

�Moltiplicazionepera
k
.SiaX(z)laZ-trasformatadix(t),aunacostante.

Zhakx(k)i=X(a
�1

z)

Zhakx(k)i=

1
X
k=0

a
k
x(k)z

�k
=

1
X
k=0

x(k)(a
�1

z)
�k

=X(a
�1

z)
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�Teoremadellatraslazioneneltempo.Sex(t)=0;t<0,X(z)=Z[x(t)],e

n=1;2;:::,allora

Z[x(t�nT)]=z
�n

X(z)(ritardo)

Z[x(t+nT)]=z
n"

X(z)�
n�1
X
k=0

x(kT)z
�k#

(anticipo)

Operativamente:

z
�1

x(k)=x(k�1)

z
�2

x(k)=x(k�2)

zx(k)=x(k+1)

ecos��via.
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�Casodiritardo:

Z[x(t�nT)]=
1
X
k=0

x(kT�nT)z
�k

=z
�n

1
X
k=0

x(kT�nT)z
�(k�n)

dacui,ponendom=k�n,

Z[x(t�nT)]=z
�n

1
X
m=�n

x(mT)z
�m

Poich�ex(mT)=0perm<0,allorasipu�oscrivereche

Z[x(t�nT)]=z
�n

1
X
m=0

x(mT)z
�m

=z
�n

X(z)
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�Casodell'anticipo:

Z[x(t+nT)]=

=

1
X
k=0

x(kT+nT)z
�k

=z
n

1
X
k=0

x(kT+nT)z
�(k+n)

=z
n"1

X
k=0

x(kT+nT)z
�(k+n)

+

n�1
X
k=0

x(kT)z
�k

�
n�1
X
k=0

x(kT)z
�k#

=z
n"1

X
k=0

x(kT)z
�k

�
n�1
X
k=0

x(kT)z
�k#

=z
n"

X(z)�
n�1
X
k=0

x(kT)z
�k#
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�Teoremadelvaloreiniziale.

SeX(z)�elaZ-trasformatadix(t)eseesisteillimz!1X(z),allorailvaloreinizialex(0)di

x(t)�edatoda:

x(0)=lim
z!1

X(z)

Infatti,sinotiche

X(z)=

1
X
k=0

x(k)z
�k

=x(0)+x(1)z
�1

+x(2)z
�2

+���
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�Teoremadelvalore�nale.SianotuttiipolidiX(z)all'internodelcerchiounitario,conal

pi�uunpolosempliceperz=1.

lim
k!1

x(k)=lim
z!1

h(1�z
�1

)X(z)i

Infatti
1
X
k=0

x(k)z
�k

�
1
X
k=0

x(k�1)z
�k

=X(z)�z
�1

X(z)

limz!1�P1

k=0x(k)z
�k

�P1

k=0x(k�1)z
�k�=

=

1
X
k=0

[x(k)�x(k�1)]

=[x(0)�x(�1)]+[x(1)�x(0)]+[x(2)�x(1)]+���

=lim
k!1

x(k)
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�Esempio:Siconsideriilsegnaledescrittoda

X(z)=
Tz(z+1)

2(z�0:5)(z�1)

Ilvalore�naledellasequenzax(kT)�equindidatoda

lim
k!1

x(kT)=lim
z!1

(1�z
�1

)
Tz(z+1)

2(z�0:5)(z�1)

=lim
z!1

T(z+1)

2(z�0:5)

=2T
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�Di�erenziazionecomplessa:

Z[kx(k)]=�z
d

dz
X(z)

Z�kmx(k)�=��zd
dz

�m

X(z)
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�Esempio:�EnotochelaZ-trasformatadelgradinounitario�e

Z[h(k)]=
1

1�z
�1

Perottenerelatrasformatadelsegnalerampaunitaria

x(k)=kT;k=0;1;2;:::

Z[kTh(k)]=�Tz
d

dz

�1

1�z
�1

�=T
z
�1

(1�z
�1

)
2
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�Integrazionecomplessa.

Siconsiderilasequenza

g(k)=
x(k)

k
dovex(k)=k�e�nitoperk=0,esiaZ[x(k)]=X(z).LaZ-trasformatadix(k)=k�edata

da

Z�x(k)
k

�=Z1

z

X(�)

�
d�+lim

k!0

x(k)

k
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�Teoremadellaconvoluzionereale.Sianodateduefunzionix1(t)ex2(t),conx1(t)=

x2(t)=0;t<0eZ-trasformateX1(z);X2(z).Allora

X1(z)X2(z)=Z

"k
X
h=0

x1(hT)x2(kT�hT)

#

Perladimostrazione,sinotiche

Z

"k
X
h=0

x1(h)x2(k�h)

#
=

1
X
k=0

k
X
h=0

x1(h)x2(k�h)z
�k

=

1
X
k=0

1
X
h=0

x1(h)x2(k�h)z
�k

poich�ex2(k�h)=0;h>k.De�nendom=k�hsiha

Z

"k
X
h=0

x1(h)x2(k�h)

#
=

1
X
h=0

x1(h)z
�h

1
X
m=0

x2(m)z
�m
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�Teoremadellaconvoluzionecomplessa.

Sianodateduesuccessionix1(k);x2(k)nulleperk<0.InoltresianoX1(z)eX2(z)le

trasformatedelleduesuccessioniesianoR1;R2irispettiviraggidiconvergenza.Allorala

Z-trasformatadelprodottox1(k)x2(k)�edatada:

Z[x1(k)x2(k)]=
1

2�j

I
C

�
�1

X2(�)X1(�
�1

z)d�
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�TeoremadiParseval.Sianodateduesequenzex1(k);x2(k)nulleperk<0.Inoltresiano

X1(z)eX2(z)letrasformatedelleduesuccessioni.

[Z[x1(k)x2(k)]]jzj=1=

1
X
k=0

x1(k)x2(k)

=
1

2�j

I
C

�
�1

X2(�)X1(�
�1

z)d�

Perx1(k)=x2(k)=x(k),siottiene

1
X
k=0

x
2
(k)=

1

2�j

I
C

�
�1

X(�)X(�
�1

)d�

=
1

2�j

I
C

z
�1

X(z)X(z
�1

)dz
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