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Discretizzazione di sistemi continui
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Il metodo di progetto per “discretizzazione”

e Equivalenza tra segnali rappresentati mediante L-trasformate e Z-trasformate.

B
& A/D G(z)
b e
o(t) | | L u(t)
i G'(s) o
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Discretizzazione I

e La discretizzazione ¢ il processo attraverso cui & possibile trasformare la rappresentazione G(s)
di un sistema a tempo continuo nella rappresentazione G(z) a tempo discreto.

G(s) "2 a'(»)

Occorre determinare la funzione

z = [f(s)
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Metodi di discretizzazione - 1) Foreward difference

I(t) = [yu(r)dr = I(s) = Lu(s)

u(t) 4 (KT+T)
| _
u(kT)\ — (kT +T) = I(kT) + [/Z5 " w(r)dr
O (T +T) "% [(KT) + Tu(kT)
\\\\ zI(z) — I(z) = Tu(z)
W\ I(z) = Fu(z)

\ \ O\ ;1
KT (k+DT
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Metodi di discretizzazione - 2) Backward difference

I(t) = [yu(r)dr = I(s) = Lu(s)
u(t) 4 [(kT+T)
u(kT)\ t=kT+T
( )\\\\\\\\ I(kT 4+ T) j I(ET)+ [_,p  u(r)dr
W I(kT +T) =" I(kT) + Tu(kT + T)
VA
\ \\\\\ zI(z) — zIT (2) = Tzu(z)
\\\\\\\ g I(z) = Z_lu(z)
kT (k+1)T
s =57
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Metodi di discretizzazione - 3) Bilinear

I(t) = [yu(r)dr = I(s) = Lu(s)

u(t) 4 \ {(kﬂT)

I(kT 4+ T) = I(kT) + [ u(r)dr

[T +T) "% 1(kT) + L(w(kT) + u(kT + T))
zI(z) — 1(z) = %(u(z) + zu(z))

I(z) = $55u(z)

> 1
kT (k+1)T

N
|
—

N
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R
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Mappatura piano s—piano z. I

e |l semipiano sinistro del piano di Gauss s corrsiponde a:

%(22_1> <0:>§R<Z_1) <0
Tz+1 z+1
e Ponendo z = 0 4+ jw

é}t(z_1> :9?<U—+j:w_1> N e s i LA NP
z4+1 o+ jw+1 (0 +1)2 4+ w?

(72+w2<1

e Quindi il semipiano sinistro nel piano s viene mappato nel cerchio di raggio unitario nel piano
z, e quindi le proprieta di stabilita vengono mantenute
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Equazioni alle differenze I

e L’implementazione finale richiede di ricavare I'equazione alle differenze che implementa il
regolatore dalla funzione di trasferimento discreta.

U(z) B by + - - - bizl=™m 4 byz—m e(z)a n<m
U

bnu(kT) 4+ -+ - 4+ biu(kT — mT +T) + bou(kT — mT) =
= apne(kT — mT +nT)+ ---+ are(kT — mT + T) 4 ape(kT — mT)
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Una implementazione di primo tentativo I

#include <stdio.h>
#include <conio.h>
#define NMAX 1000 /* max num elem denominatore f.d.t. */

#define MMAX 1000 /* max num elem numeratore f.d.t. */
#define EMAX 1000 /* max num elem segnale d’ingresso */
#define UMAX 1000 /* max num elem segnale d’uscita */

int n; /* numero di elementi del vettore a (den f.d.t.) */
int m; /* numero di elementi del vettore b (num f.d.t.) */
/* nb: questi due parametri sono +1 rispetto agli omonimi teorici */
int ne; /* numero di elementi del vettore e (ingresso) */

double u[UMAX]; /* vettore di uscita */
double a[NMAX]; /*denominatore f.d.t. */
double b[MMAX]; /* numeratore f.d.t. */
double e[EMAX]; /* vettore d’ingresso */
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void acquisisci_datastiera(void)

{

int 1i;
printf("inserisci il numero di elementi del numeratore: ");
scanf ("%d",&m) ;
for (i=0; i<m; i++)
{ printf ("inserisci bl[%d]: ",1i);
scanf ("%1f",&b[i]);
printf("inserisci il numero di elementi del denominatore: ");
scanf ("%d",&n) ;
for (i=0; i<n; i++)
{ printf ("inserisci al%d]: ",i);
scanf ("%1f",&alil); %
printf("inserisci i primi %d valori dell’uscita\n",n-m);
for (i=0; i<n-m; i++)
{ printf("inserisci ul%d]l: ",1);
scanf ("%1f",&ulil); }

printf("inserisci il numero di elementi dell’ingresso: ");
scanf ("%d",&ne) ;
for (i=0; i<ne; i++)
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{ printf("inserisci el[%d]: ",1i);
scanf ("/1f",&el[i]); }
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void main(void)
{ int k; /* istante corrente */
int 1i,j; /* indici cicli */
double sommab,sommaa;
acquisisci_datastiera();
for (k=0; k<n-m; k++) printf("ul%d]=%1f\n",k,ulk]);

for (k=n-m; k<ne-m+n; k++)
{ sommab=0; j=m-1;
for (i=k+m-n; i>=k-n && i>=0; i--)

{ sommab=sommab+b[jl*e[i]; j--;}
sommaa=0; j=n-2;
for (i=k-1; i>=k-n && i>=0; i--)

{ sommaa=sommaataljl*ulil; j--; }
sommaa=-(sommaa/a[n-1]);
ulk]=sommaa+sommab;
printf ("ul[%d]=41f\n",k,ulk]); 3} 32
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Implementazione finale I

static float uln],elm];
static float al[n], b[m];

controllore(e[0])
{ int i;float num,den;
/* Algoritmo di controllo */
ul0] = 1/b[m]*(-(b[m-1]*ul1] + ... + b[0]*u[m])) + ...
. + 1/b[m] * (alnl*e[m-n] + aln-1]*e[m-n+1]+... + a[0]*e[m]);

/* Aggiornamento campioni precedenti */

ul1]l=ul0]; ul2]=ul1]; ... ulnl=uln-1];
e[1]=e[0]; el[2]=e[1]; ... elml=e[m-11;
return(u[0])

}
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Analisi del processo di campionamento I

e |l processo di campionamento trasforma il segnale continuo xz(t) nel segnale campionato
(definito ancora a tempo continuo) z*(¢).

z(t) z”(t)
T

e |l processo di campionamento puo essere rappresentato come:

[e.e]

z(t) = > @(t)5(t—kT) ==x(t) > 6(t—kT)=

k=—o0 k=—o0
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Note sul lucido 217

Nel seguito consideriamo la seguente terminologia:

e T Periodo di campionamento.
e fs = 1/T frequenza di campionamento.

e wg =27 fs = 2xw /T pulsazione di campionamento.
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Campionatore

x(t)

\ 4
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Spettro del segnale campionato. I

1. 1l segnale campionato =*(¢) & un segnale periodico e quindi rappresentabile mediante serie di
Fourier:

- Pag. 219

Z 5(t — kT) = Z Ced (st — Z Cy(cos(nwst) + 7 sin(nwst))

k=—o0 n=—oo n=-—oo

2. dove il coefficiente C,, si calcola come:

11 & (s )t
Cn:—/ S(t — kT)e 7\"s%dt
7). > 6( )

k=—o0
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3. Il solo impulso compreso nell’intervallo di integrazione & quello nell'origine (per cui & k = 0):

1 T/2 ]
C, = —/ §5(t)e )t gy
T

~T/2
4. In base alla proprieta della funzione §(¢):

T/2
[ e may — [este]
—T/2 t=0

5. si ha:
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6. Per cui otteniamo la rappresentazione secondo trasformata di Fourier del campionatore ideale:

o0 1 o0
ST St —kT) == S 0
T
k=—o0 n=—oo
7. Quindi:
00 1 %)
] t
2 (t) =a(t) > §(t—kT) = z(t) S el
k=—o0 n=—o0o
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8. Calcoliamo la trasformata di Laplace L[x™(t)] = X ™(s) sdi un campionatore ideale:

n=—oo

9. Integrando la serie termine a termine (i.e. scambiando fra loro I'integrale e la somma):

X*(S) — / x(t)ejnwste_Stdt S / m(t)e—(s—jnws)tdt
Tnzz_oo 0 Tn:Z_oo 0
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10. Poniamo s’ = s — jnwy, si ottiene:

(o o] oo

X*(s) :% _Z /Ooox(t)e_sltdt:% S OX(s) :% ST X(s — jnw,)

n=—oo n=—oo

e A meno della costante moltiplicativa 1/T", la trasformata di Laplace X *(s) del segnale
campionato si ottiene dalla somma degli infiniti termini, X (s — j nws), ciascuno dei quali si
ottiene dalla X (s) mediante traslazione di j nws nel campo complesso.

e L’andamento spettrale del segnale campionato vale:

o @]

1
X (jw) = 7 >~ X (jw — jnw,)
n=—oo
Universita di Modena e Reggio Emilia
Dipartimento di Scienze e metodi per I'Ingegneria
Controlli Automatici (AA. 2000/2001)
Silvio Simani - Pag. 224
| X (jw)|
1
—w., 0 We w
3 .
| X" (jw)
1
1
2w, _Bs —w, —% 0 Wels Wi oSws 2w, W

e La condizione wy > 2w, mantiene distinto lo spettro originario dalle componenti complementari
per cui, mediante filtraggio, & possibile ricostruire completamente il segnale = (t).
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e Nel caso in cui la condizione wy > 2w, non venga rispettata:
| X (jw)|

XX

— 2wy

A

Ws 2wy

e Lo spettro originario € parzialmente sovrapposto alle componenti complementari contigue per
cui mediante filtraggio non & piu possibile ricavare il segnale originario a partire dal segnale
campionato

0
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Teorema di Shannon I

e Teorema di Shannon
Sia w,; = 2% la pulsazione di campionamento (7" € il periodo di campionamento), e sia w, la piu
alta componente spettrale del segnale tempo-continuo x(t). Il segnale x(t) & completamente
ricostruibile a partire dal segnale campionato =™ (t) se e solo se la pulsazione w; & maggiore
del doppio della pulsazione w,:

Wwe > 2w,
e Ricostruzione mediante filtro ideale
|IG1(jw)|
T s < Y T
Gr(jw) = 2o T
0 altrove l
-5 0 %
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Il riscostruttore reale: lo Zero Order Hold (ZOH) I

e Lo ZOH mantiene ad un valore costante i campioni su tutto il periodo di campionamento T'.

e Da un punto di vista tecnologico, la funzione di ZOH & implementata da un Sample and
Hold.

X
X3 Xk X X3 k
X2 2 —

X1 e ZOH — X1

XO XO

\ 4

\ 4
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Caratterista dello ZOH I

e La caratteristica dello ZOH si ricava dalla funzione a gradino s(t) calcolata all’istante ¢t = kT’
a cui si sottrae la stessa funzione calcolata in t = kT — T'.

p(t) =s(t) —s(t=T)

1—e T

S

Llp(t)] = LIs(t) — s(t = T)] =
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