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e PROCESSO:

Un insieme di operazioni o di trasformazioni che devono avvenire in sequenza opportuna in un
impianto o in un sistema fisico

e CONTROLLO DEI PROCESSI:

Insieme di metodologie, tecniche e tecnologie orientate alla conduzione automatizzata di impianti
industriali
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e SISTEMI DI CONTROLLO DIGITALE:

Sistemi di controllo in retroazione in cui & presente un calcolatore digitale e quindi una

elaborazione a tempo discreto della legge di controllo
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SCHEMA TIPICO DI UN SISTEMA DI CONTROLLO ANALOGICO
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SCHEMI TIPICI DI UN SISTEMA DI CONTROLLO DIGITALE (1)
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e CONTROLLO DIGITALE / CONTROLLO ANALOGICO :

Maggiore flessibilita
Maggiore affidabilita e ripetibilita
Maggiore trasmissibilita dei segnali

Maggiore capacita e precisione di elaborazione

- Progettazione piu difficile e articolata

- Stabilizzabilita piu precaria
- Possibilita di arresti non previsti

- Necessita di utilizzare energia elettrica
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DISPOSITIVI DI INTERFACCIA

e A/D, convertitore Analogico/Digitale

x(t) x(kT) x(t) x(kT)
. JADL———

Con campionamento modellato ad impulsi di Dirac:

x(t) x(kT) x(t) / x(kT)d(t — kT)

A/D
or
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e D/A, convertitore Digitale/Analogico
x(kT) x;(t)
Modello:
x(kT) / x(kT)o(t — kT) X, (t)
Gi(s) —
Caso dell’Hold:
1 _ e*ST
Gi(s) = ——
S
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ANELLO DI CONTROLLO DIGITALE

Parte tempo continua: processo/impianto
Parte tempo discreta: sistema di controllo

Campionamento regolare di periodo T

Trasformata Zeta
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Modelli per Sistemi a Tempo Discreto
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e Equazione alle differenze:

ug — f(e(), €1,...,€k; U, U, ... ,uk_l)
Se f(-) e lineare:
Ux = —ajuk—1 — ... — AyUk—n + bo€k + ... + bmex—m
Esempio:
Uy = —ajug—1 — azUk—2 + beek
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e Soluzione di equazioni alle differenze a coefficienti costanti

Ug = Ug—1 + Uk-—2 k > 2
Ug = Uy = 1
35
301
25+
201
: 15+
10+
5r 0
00 ?l 2 3 4“ 5 6 7 8 9
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e Soluzione elementare tipo z*:
k k—
CZ — CZ + cz

22 —2-1=0 z12 = (1+V5)/2
quindi in generale vale:
Kk k
Ux = C1Z; + C2Z,

con cy, co determinate dalle condizioni iniziali per k = 0, 1. Infine si ha

1++v5 (1++5 k+—1+\/5 1—+5
ur —
KT TouB 2 2v/5 2

Andamento divergente, dunque sistema instabile.
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e Se almeno una delle radici della equazione caratteristica ha modulo maggiore di uno, la
corrispondente equazione alle differenze & instabile, cioe la sua soluzione divergera al crescere

del tempo per condizione iniziale finita

e Se tutte le radici dell’equazione caratteristica sono entro in cerchio

unitario, allora Ia

corrispondente equazione alle differenze e stabile, cioé la sua soluzione convergera a zero

al crescere del tempo per ogni condizione iniziale finita
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e Sia data una sequenza di valori xx € R, definita per k = 0,1,2,... e nulla per k < 0. La
Z-trasformata (unilatera) della sequenza xy € la funzione di variabile complessa z definita
come

X(z) = Z[xx] = xo+x1z2 4 Fxez K4

_ o0 —k
= D ko XKZ
Nel caso in cui la sequenza di valori xi sia ottenuta campionando uniformemente con periodo
T un segnale continuo descritto dalla funzione x(t), t > 0, si avra che xx = x(kT):

(%9
-k
X(z) = g x(k)z

k=0
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e |'espressione estesa
X(z) =x(0) +x(T)z ' +x(2T)z >+ - +x(kT) z k4 ...

implica la specificazione del parametro periodo di campionamento T, da cui dipendono i
valori dei campioni della sequenza, cioe i coefficienti della serie.

e Si usa:
X(z) = Z[X(s)]

intendendo:

X(z) = Z[{/L—l[X(s)]

)]
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e Nelle applicazioni ingegneristiche la funzione X (z) assume in generale una espressione razionale
fratta del tipo

boz™ +b1z™ '+ - 4 by
zn—i—alzn_l—i—---—i—an

che si pud esprimere anche in potenze di z™*:

X(z) =

e (bO Z—(n—m) + b1 Z—(n—m+1) 4t me_n)

X =
(2) z"(14+ayz '+ -+ a,z ")

bO Z—(n—m) 4+ bl Z—(n—m—|—1) La bm 70
l1+ayz71+---+az™

e Esempio:
X(z) = z(z+0.5) 1+05z"
C(z4+1)(z+2) A4z YH)(1+2z71)
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e Impulso discreto unitario, detta anche funzione di Kronecker §o(t):

1 t=0
X(t):{o t#£0

da cui:
X(z) = Z[x(t)] =) x(kT)z
k=0
= 140z 40z %4023+ ...=1
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e Gradino unitario: Sia data la funzione gradino unitario

1 t>0
X(t)_h(t)_{o t<o0
La funzione h(k) definita come
1 k=0,1,2,...
h(k) = { 0 k<0
& detta sequenza unitaria. Si ha che
H(z) = Zh(t)]=> hkDz “=> 2z "
k=0 k=0

= 1+z ' 4z +2 4.
1 Z

1—2z1 z—1

La serie & convergente per |z| > 1.
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e Rampa unitaria. Si consideri la funzione rampa unitaria:

x(t):{g t=0

t <O
Poiche x(kT) = kT, k =0,1,2, ..., la Z-trasformata &
X(z) = Z[t]=) x(kT)z *=T> kz
k=0 k=0

= Tz '422 2432 °4+..)

= Tz_l(l +272 '+ 3272+ ... )

z ! Z

o =T ooe

convergente per |z| > 1.
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e Funzione potenza a*. Sia data la funzione

k
a k=0,1,2,...
X(k)_{o k<0

con a costante reale o complessa. Dalla definizione di Z-trasformata si ha che

oo oo

k —k k_—k
X(z) = Z[a] = E x(k)z " = az
k=0 k=0
-1 2 -2 3 -3
= 14az +az "+az " +---
1 Z
1—az! z-—a
Questa serie geometrica converge per |z| > |a|.
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e Funzione esponenziale. Sia data la funzione
—at t >0
®) =19 5 -
X =
0 t<O0
dove a & una costante reale o complessa. Poiche x(kT) = e T k =0,1,2,..., si ha
(o]
—at —akT —k
X(z) = Z[ea]zg e "z
k=0
—aT -1 —2aT _—2 —3aT _—3
= 14e*z 4+e ™z "4z 4.
1 Z

1 —ealTz-1 z —eaT

che converge per |z| > e R¢®T Gj noti che per a = 0 si ha il gradino unitario.
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Trasformata Z
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e Esempio: X(s) = ﬁ

e Calcolare X(z) = Z[X(s)]

e Prima tecnica: xt)=1—e"
1 1
X(z) = Z[1-e'|= -
(2) 1—2z1 1—e Tz !
(1—e Tzt (- e Nz

(1—z1)1—eTz 1) a (z—1)(z —eT)

e Seconda tecnica:

Ko L1
S_s(s+1)_s 1+s
X (z) 1 1

1—z1 1—e Tz 1
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corrispondenza univoca

Teorema di Shannon

Data una X(z) si possono in genere avere molte x(t)

La Z-trasformata X(z) e la sua sequenza corrispondente x(k) sono legate da una

Questo non avviene in genere tra la Z-trasformata X (z) e la sua “inversa” x(t)

Questa ambiguita non sussiste se sono verificate le condizioni restrittive su T dettate dal
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e Diverse funzioni tempo continuo possono avere gli stessi valori x(k)

y0, y1

0.8

0.6

0.2
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e PROPRIETA E TEOREMI DELLA
Z-TRASFORMATA

e Linearita:
x(k) = af(k) + bg(k)

X(z) = aF(z) + bG(z)

e Moltiplicazione per a*. Sia X(z) la Z-trasformata di x(t), a una costante.

Z [akx(k)] = X(a 'z)

00 00
k k -k -1 \—k
Z [a X(k)] = E axk)z " = E x(k)(a "z)
k=0 k=0
-1
= X(a 'z
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e Teorema della traslazione nel tempo. Se x(t) = 0,t < 0, X(z) = Z[x(t)], e
n=1,2,..., allora

Z[x(t — nT)] =z "X(z) (ritardo)
aﬂpﬂﬂn:f:m@—giﬂm%k (anticipo)
k=0

Operativamente:
z 'x(k) = x(k — 1)
z x(k) = x(k — 2)
zx(k) =x(k+1)

e cosi via.
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e Caso di ritardo:

Z[x(t —nT)] = > x(kT —nT)z
k=0
= z" Z x(kT — nT)z_(k_n)
k=0
da cui, ponendo m = k — n,
Zx(t —nT)] =2z " Z x(mT)z ™

Poiche x(mT) = 0 per m < 0, allora si pud scrivere che

Zlx(t —nT)] =2z " Z x(mT)z " =2z "X(z)
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e Caso dell’anticipo:
Z[x(t +nT)] =

= Z x(kT 4+ nT)z * = 2" Z x(kT + nT)z_(k+n)
k=0 k=0

00 n—1
= z" [Z x(kT + nT)z_(k+n) + Z x(kT)z *

k=0 k=0

n—1
— Z x(kT)z &
k=0

= 2z ix(kT)z_k—nz_:x(kT)z_k]

Lk=0 k=0

= z"|X(z) — ix(kT)Z_k]

L k=0
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e Teorema del valore iniziale.
Se X(z) & la Z-trasformata di x(t) e se esiste il lim,_.., X(z), allora il valore iniziale x(0) di
x(t) & dato da:
x(0) = Zlirglo X(z)

Infatti, si noti che

(o9
—k -1 —2
X(z) = E x(k)z " =x(0) +x(1)z " +x(2)z "+ ---

k=0
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e Teorema del valore finale. Siano tutti i poli di X(z) all'interno del cerchio unitario, con al
pit un polo semplice per z = 1.

tm 00 = i [0 -2

Infatti
> x(k)z =) x(k— 1)z =X(z) —z 'X(z)

lim,_.q [Ziozox(k)z_k — > ox(k — 1)z_k} =

= 3 [x(k) — x(k — 1)]

= [x(0) — x(—1)] + [x(1) — x(0)] + [x(2) — x(1)] + - - -
= lim x(k)

k—oo
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e Esempio: Si consideri il segnale descritto da

Tz(z+ 1)

X(2) = 2(z — 0.5)(z — 1)

Il valore finale della sequenza x(kT') & quindi dato da

Tz(z+ 1)
. . —1
lim x(kT) = lim(1—z ")
k—oo z—1 2(Z — 05) (Z - 1)
T(z+1)
= 1m —-—-—-——
=1 2(z — 0.5)
= 2T
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Lezione 4 I

Antitrasformata Z
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e L'ANTITRASFORMATA Z

e Permette di passare da una Z-trasformata X(z) alla corrispondente sequenza x e possibilmente
alla funzione continua x(t) cui corrisponde per campionamento la sequenza xy.

X (z) x(k) x(t)

biunivoca non biunivoca

e Se ¢ soddisfatto il Teorema di Shannon sul campionamento, la funzione continua x(t) pud
essere univocamente determinata a partire dalla sequenza xy.
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e Diversi metodi per antitrasformare una funzione X(z):

1) Metodo della lunga divisione;

2) Metodo computazionale;

3) Metodo della scomposizione in fratti semplici;
4) Metodo dell'integrale di inversione.
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e Metodo della scomposizione in fratti semplici

bOZm + blzm_l + -+ bm—lz + bm
(z—p1)(z—p2) - (z— pPn)

X(z) =

e Caso 1. Se tutti i poli sono semplici, si pone

n

C1 Co C Ci
X(Z): + —l—..._'_—nzz—l
Z—P1 Z— P2 Z — Pn i— 2 — Pi

dove i coefficienti c;, detti “residui”, sono parametri che vengono calcolati come:

c; = [(Z — pi)X(Z)]z:pi
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e Se nella espressione di X(z) compare almeno uno zero nell’origine, si utilizza la funzione

X(z)/z e quindi

T s

Z Z — PpP1 Z — Pn

X(z)}

i

Quando sono presenti poli complessi coniugati, i coefficienti ¢; sono anch’essi complessi. In
questo caso si ricorre alle formule di Eulero per ottenere funzioni trigonometriche. L'espressione

x(k) = i cipg{
i=1

finale cercata e quindi
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e Caso 2. Se X(z), o X(z)/z, ha poli multipli

B(z) bez™ +biz" ' 4 4 by 1z + by
A(z)  (z—p1)i(z—p2)72 - (z— pu)h

X(z) =

allora si puo porre

X(z) = Z Zl = Tkl

i=1 k=1 (z — pi)"i

dove i residui si calcolano come

1 dk—l
Cik = z —p;)iX(z
= | D PX)
Z:pi
i=1,...,h; k=1, , T
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e Esempio. Antitrasformare la funzione
1 1
X(Z) - 4 3 2 - 2 2
z*+62z3 + 1322+ 12z +4 (z+2)%2(z+1)
Si ha che c c c c
11 12 21 22
X(z) = + + +
(2) (z+2)?2 (z4+2) (z+1)2 (z+1)
ci = [(242)°X(2)],=2=1
[d
ciz = |—(z+ 2)2X(z)} =2
_dZ z=—2
cn = |(z+ 1)2X(z)} —1
L z=-—1
[d
Ca2 = |—(z+ 1)2X(z)} =2
_dZ z——1
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Lezione 5 I

Il Problema del Campionamento
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e | sistemi in retroazione con controllo digitale sono caratterizzati da una parte continua (il
processo da controllare) e una parte discreta (il controllore digitale)
e Sono quindi presenti sia variabili a tempo discreto sia variabili a tempo continuo

e | dispositivi di interfaccia sono il campionatore e il ricostruttore
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e(t)

o Ricostruttore di ordine zero:

[e.9]

Xr(t)
Ricostruttore

x:(t) = > x(KT)[h(t — KT) — h(t — (k + 1)T)]

X (s)

1_e—Ts

S

SR x(kT) |

2 e

o~ kTs_ —(k+1)Ts

S

]

o X(kT)e X'
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1—e ™ . - _KTs
Ho(s) = — X(s) = > x(kT)e
S
k=0
0o

x'(t) = L7 [X"(s)] = > x(kT)5(t — kT)

k=0

5 (t)
5r(t) = > 6(t —kT)

Sl

0

T 2T 3T 4T 5T t
Se(t) | C |
x(t) 1 //l\\ ! x"(t) x(t) ! ///// j x"(t)
X(s) | | X(s) X(s) | on(t) | X*(s)
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e |l campionatore impulsivo & un modello ideale del campionatore reale (convertitore A/D)
considerato adeguato alle esigenze di analisi e progetto dei controlli digitali

e L|'uscita del ricostruttore di ordine zero vale:

* 1- eiTS *
X:(s) = Ho(s) X' (s) = X" (s)
x(t) x(kT) Xy (t)
- Hold -
«w S xw Con | x(®)
6T S
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X*(s) = > _ x(kT)e
k=0
sT
Z—=e — s=—1Inz
00

X*(S) |s:%lnz - Z X(kT) z

k=0

k

e La trasformata zeta della sequenza x(kT) anziche la trasformata di Laplace del segnale x*(t)

permette di operare con funzioni razionali fratte.
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x*(t) = x(t)or(t) =x(t) X2 (t —nT)
5T(t) — ZZO:_OO Cnejnwst
_ 1T —jnwst 34+ __ 1
cn = 5/, or(t)e dt = 5
ne segue .
x*(t) = x(t)%Zf}O:_ooeJn“’st

= A Lx() e
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X*(s) = %nimﬁ[x(t)ejnwst} _ % i X(s — jnws)

e A meno della costante moltiplicativa 1/T, la trasformata di Laplace X*(s) del segnale
campionato si ottiene dalla somma degli infiniti termini, X(s — jnwys), ciascuno dei quali si
ottiene dalla X(s) mediante traslazione di j nws nel campo complesso.

e |’'andamento spettrale del segnale campionato vale:

(0.0)

X () = = D X(w — jne)

n=-—oo
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1 X (jw)|
1
— W 0 We w
X (jw)]

—2wg _?’zﬁ —ws =% 0 Weszs Ws % 2wy

w

e La condizione wg > 2w, mantiene distinto lo spettro originario dalle componenti complementari
per cui, mediante filtraggio, & possibile ricostruire completamente il segnale x(t)
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e Nel caso in cui la condizione wg > 2w, non & rispettata:
1 X" (jw)|

1
T

—2wyq —Ws 0

e Lo spettro originario & parzialmente sovrapposto alle componenti complementari contigue per
cui mediante filtraggio non & piu possibile ricavare il segnale originario a partire dal segnale

campionato
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e Teorema di Shannon

Sia wg = ZT“ la pulsazione di campionamento (T ¢ il periodo di campionamento), e sia w. la piu
alta componente spettrale del segnale tempo-continuo x(t). Il segnale x(t) & completamente
ricostruibile a partire dal segnale campionato x*(t) se e solo se la pulsazione wg & maggiore del

doppio della pulsazione w,:

Wg > 2Wwe
e Ricostruzione mediante filtro ideale
T —% < w < %
Gi(jw) = - =
(jw) 0 altrove

|G1(jw)|
T
T
|
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e Aliasing: Con il termine aliasing si indica quel fenomeno per il quale, mediante campionamento,
si generano delle nuove componenti spettrali (armoniche) alla stessa frequenza della componente
spettrale di partenza che impediscono la corretta ricostruzione del segnale di partenza.

e Si puo avere aliasing solo nel caso in cui la condizione wgs > 2w, del teorema di Shannon non

sia verificata
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e Per evitare fenomeni di aliasing si deve provvedere ad introdurre un opportuno filtraggio
passa-basso prima del campionatore.
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Lezione 6 I

Ricostruttori di Segnale - Relazione tra Piano s e Piano z
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o Ricostruttore di ordine zero

xo(t) = x(kT) kT <t< (k+1)T
8o(t)
1 Hy(s) = ﬁ
| 0 T 1 :
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e La risposta frequenziale del ricostruttore di ordine zero:

lee—dwT 5 —jwT/2 JwT/2_ —jwT/2

Ho(jw) = =

jw w 2j

— Tsin(wT/2) e—ij/2

wT/2
e Modulo in(wT/2)
sin(w
Ho(j =T|——
()| = |7
e Fase
) . wT wT
Arg [Ho(jw)] = Arg [sm 7} -
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o Ricostruttore di ordine zero

Scala lineare 0 Scala logaritmica
1 -
g
=} S 20+ :
?3 0.5 ;
= 2 0l .
o=
0 /\ -60 L
0 1 2 3 4 10-1 10!
W/Ws W/Ws
O O T T T TITT T T T TTT
~ -50p 4 -50p ]
) )
(5] Q
Z 2
Y -100+ 1 Q -100- 1
< <
= S
-150 - . -150 - b
0 1 2 3 4 10-1 100 101!
W/Ws W/Ws
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10
9 [ |
8-/ / |
7 \ B
6F i
Sk ) 1
4+ ' ===~ B
3t N i
2 [ |
1 [ -
0 1 1 1 1
0 10 12
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e Corrispondenza tra piano s e piano z
sk
X (S) - X(Z)lz:eST
e Le variabili complesse s e z sono legate dalla relazione

sT
Z — e

e Postos = o + jw si ha
oT(oHiw) _ (To iTw _ eTaejT(w—&—m‘%)

7 =

e Ogni punto del piano z & in corrispondenza con infiniti punti del piano s
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e | punti del piano s a parte reale negativa (o < 0) sono in corrispondenza con i punti del piano
z all'interno del cerchio unitario:
Iz =e'7 < 1
e | punti sull'asse immaginario (o = 0) vengono mappati sul cerchio unitario (|z| = 1), mentre
quelli a parte reale positiva (o > 0) vengono mappati all'esterno del cerchio unitario (|z| > 1).
e La striscia di piano s delimitata dalle rette orizzontali s = jws/2 e s = —jws/2 prende il nome
di striscia primaria
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e Striscia primaria e Strisce complementari

jw
)
i
Striscia .
complementare p1ano s
'3us
’ I
Striscia o piano z
complementare 1
* W,
A
Striscia f\]?
primaria 0 o 0|/ |1 Re
s Ws
Striscia
complementare
._'3(.413
B
Striscia
complementare
25w
—jous
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e Le variabili complesse s e z sono legate dalla relazione

sT
Z=e€
e Postos = o + jw si ha . .
7 eT(U—Hw) — oTo jTw
dove

Ws ™
0<w< —=—
- T 2 T
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e Mapping tra striscia primaria e piano z

Striscia

; a .
primaria 8|0 O @/;- 0/ Re
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e Un esempio di corrispondenza fra due regioni del piano s e del piano z

jw piano s Im piano z

miry
~
@

q
Il
|
9

(3]

q
Il
|

q

[y
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e Luogo dei punti a coefficiente di smorzamento costante § = 9,

5
s = —wtanf + jw = _wﬁ e
B = arcsin §;
piano s e’
77777777777777777777777 JWs/2
-1 I
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -jWs/2
7 = & = elTwtanSHWT _ g—ptanfje
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e Luoghi a coefficiente di smorzamento § costante

- - jWs/2 piano z
piano s
-1 I
- - jWs/2

Universita di Ferrara, Dip. di Ingegneria
v. Saragat, 1E, |-44123, Ferrara, ltalia

Sistemi di Controllo Digitale




Silvio Simani - Lezione7

71

e | punti del piano s e del piano z, posti in corrispondenza per mezzo della relazione z = e,

T

possono essere considerati come poli corrispondenti di trasformate F(s) ed F(z), con F(z)

calcolata campionando F(s)

.  ENEy
. b Y

piano z

L 4

jw | piano s

Iﬂ _________

2 7790 7t *a2
X7 X8 X9
x4 5 X6
1><4 2 5 3><6
X7 X8 X9

jou osl0 11 12

.’0 7 0.‘ 6x
>
.: 4X X‘-
121: 10 /| 1:23
A AN P M
“" AX ’2:
’..... ““;—) 6X
l,/l8
9
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Funzione di trasferimento discreta

y(kT) = > g(kT — hT)x(hT)
h=0

X(z) Y(2)
G(2)

X(z) = Z[x(kT)] =1

Y (z) = G(z)
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Funzione di Risposta Armonica Discreta

G(e™h), 0<w<

EYe

G(ej(w+ka)T) — G(ejOJT), G(ej(—w)T) — G*(erT)
e La risposta di un sistema G(z) asintoticamente stabile ad un ingresso sinusoidale sin(wkT)

di ampiezza unitaria &, a regime, una sinusoide A sin(wkT + ¢) la cui ampiezza A & data dal
modulo del vettore G (&™), e la cui fase ¢ & data dalla fase del vettore G (e/™):

A = |G(™T)] ¢ = Arg[G(e™™)]
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o . _ z sin wT
. X(Z) - Z[Sln(Wt)] T 22 (2coswT)z+1
- 2%] (z—:j“‘)T - Z—jij)
Y(z) = G(z)X(2)

G(JvT (WT+e),  —i(wT+e),
= YO(Z) +| (2J 4 (elz_eij T _e—jwT )

somma di un termine transitorio Yo(z) che si annulla asintoticamante, corrispondente ai poli
stabili di G(z), e un termine sinusoidale di ampiezza |G (e/“")| e fase ¢ = Arg[G(e™7T)].
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Lezione 9 I

Stabilita per Sistemi a Tempo Discreto
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Stabilita dei sistemi discreti

Y (z B(z
() _ gy B
U(z) A(z)
e Stabilita semplice
e Stabilita asintotica
e Stabilita ingresso limitato - uscita limitata
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e |l comportamento dinamico di un sistema
B(z
A(z)
dipende dai poli di G(z), cioé dalle radici del polinomio A(z).
e Esempio
4771 4
G(z) = =
1+ az! z + a
in risposta a
u(0) =1, uk) =0, k> 0;

in corrispondenza aivaloria = 0.75, a = —0.75, a=1.25, a= —1.25, a=1, a= —1
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Y (z)(1 4 az ") = 4z "U(z)

y(k) = —ay(k—1) +4uk — 1)

y(0) = 0

y(1) = 4u(0) =4

¥@) = —ay(1)+4u(l) = —4a
¥(3) = —ay(2) +4u(2) = 4a°
y(4) = —ay(3)+4u(3) = —da®
¥(5) = —ay(4)+4u(4) = da’

y (k) .:. —ay(k — 1) +4u(k — 1) = 4(—a)*!
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polo in z=0.75

(b) Polo in -0.75

Wuﬂum\—l—l_‘r—\gﬁg . polo in z=-0.75
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(d) Polo in -1.25

ﬁﬁmﬁﬂﬂﬂ

—~Ay

polo in z=1.25

polo in z=-1.25
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(f) Polo in -1

polo in z=1

polo in z=-1
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R(z)

C(z)

R(s) / G(z) C(s)
D(z) 4 SH G(s) o
R(z) e C(z)
(b)
__D(2)G(z)
Gl = TP mGm
v Soragat, 16, 184123, Ferare it
Sistemi di Controllo Digitale
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/bis
R(s) 6o C(s)
oS
(a)
G L T T T T T T
R(s)! J G(2) ' O(s)
O D(z) 1~ SH G(s) |
| T | _— - _ _ - —_ |
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R(z) C(z)

Jter

R(z)1]- T The(z)
_______________________________________ I
(b) Go(2)
D(z)G(z
Go(s) - PG
1+ D(z)G(z)
Universita di Ferrara, Dip. di Ingegneria
v. Saragat, 1E, -44123, Ferrara, Italia
Sistemi di Controllo Digitale
Silvio Simani - Lezione9 85
e Sia dato un sistema descritto da
B(z) D(z)G(z)
G’ = G— —
@) =A@ PP S = s em)

e |l sistema & asintoticamente stabile se e solo se tutte le radici del polinomio A(z) (o del
polinomio 1 4+ D(z)G(z)), ciog i poli del sistema, sono entro il cerchio di raggio unitario con

centro nell'origine del piano z ossia |p;| < 1, Vi.

e |l sistema & stabile se tutti i poli a modulo unitario |p;| =

1 sono poli semplici (la loro

molteplicita & 1), mentre tutti i rimanenti poli sono entro il cerchio unitario.
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Lezione 10 I

Stabilita - Luogo delle radici

Universita di Ferrara, Dip. di Ingegneria
v. Saragat, 1E, |-44123, Ferrara, ltalia
Sistemi di Controllo Digitale

Silvio Simani - LezionelO 87

e |l Criterio di Nyquist permette di decidere circa la stabilita di sistemi in retroazione analizzando
il comportamento frequenziale della risposta armonica di anello in rapporto al punto critico

(=1+j0)

G(e*h), ——<w<

=l
=1E
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e Sela G(z) e di tipo 0, allora il diagramma relativo & una curva chiusa; se & di tipo 1 o 2, allora
si ha una curva aperta, che viene chiusa con una circonferenza o semicirconferenza all’infinito

percorsa in senso orario

Diagramma di Nyquist

2

1.5

1

0.5

Im

0

-0.5

Im

Diagramma di Nyquist
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e Criterio di Nyquist |

Sia data una funzione di guadagno d'anello G(z) con tutti i poli stabili (a modulo minore di
uno), con |'eventuale eccezione di un polo semplice o doppio in z = 1. Condizione necessaria e
sufficiente perche il sistema in retroazione sia asintoticamente stabile & che il diagramma polare
completo della funzione G(&/“") tracciato per —7/T < w < 7 /T non circondi né tocchi il

punto critico —1 + jO

Universita di Ferrara, Dip. di Ingegneria
v. Saragat, 1E, |-44123, Ferrara, ltalia

Sistemi di Controllo Digitale




Silvio Simani - LezionelO

90

e Esempio:

G(z) =

*_?J*k

V/

(z—1)(z — 0.5)

Diagramma di Nyquist

G(z)

Im

4

3

2

Re

e Si ha stabilita per il sistema in retroazione con k = 1.3 ed instabilita con k = 5.4
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e Esempio

O

G(s)

Im

o || sistema é stabile

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Diagramma di Nyquist

G(s)

-0.8

-0.6

-0.4

Re

-0.2
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e Si desidera ora studiare la stabilita del sistema in retroazione con campionamento di periodo T
e ricostruttore di ordine zero

G(z) = Z[Ho(s)G(s)] = 2[l=e""_2

(z) = Z[Ho(s)G(s)] = 2| =5y

(2T71+e72T)z+(17e72T72Tef2T)
2(z—1)(z—e—2T)

1

Diagramma di Nyquist

0.5
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e Luogo delle radici
E il luogo descritto dagli zeri di una funzione

B(s)
A(s)

Fs)=1+kG(s) =1+k

al variare del parametro k nell'intervallo [0, 4+00]
e Per il tracciamento del luogo valgono le stesse regole del caso continuo

e Cambia I'interpretazione dei risultati che si ottengono
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e Esempio. Dato il seguente sistema in catena aperta con due poli in z; 2 = 0.5 + jO.6:

z + 0.6
G(z) =k
z2 —z+0.61
Per il sistema in retroazione unitaria
2
1.5+ k=0.65 -
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Lezione 11 I

Errori a Regime
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e Specifiche di progetto di sistemi di controllo

e Specifiche che il sistema deve soddisfare, in condizioni statiche (o di regime) e durante i
transitori:
- Precisione a regime: ci si riferisce con questa alla capacita di un sistema di seguire alcuni
segnali di riferimento con il minimo errore
- Risposta nel transitorio: ci si riferisce all'andamento per tempi finiti dell’uscita del sistema
in retroazione in risposta a segnali tipici in ingresso
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- Stabilita relativa: ci si riferisce ai margini di stabilita

- Sensitivita parametrica: ci si riferisce al fatto che le prestazioni del sistema non vengano
alterate dalle variazioni di certi parametri

- Reiezione di disturbi: cioé la capacita del sistema controllato di ridurre al minimo I'influenza
sull'uscita di eventuali disturbi che entrano nell’anello di controllo

- Sforzo di controllo: ci si riferisce all'ampiezza massima della variabile manipolabile v(t), o
sull’energia entrante nel sistema
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e Errori a regime (caso continuo)

R(s) E(s) C(s)
® D(s) G(s)

G(s) = K(1+qis)(1+q28)...(1+ qms)
- sN(1 4+ p1s)(1 + p2s) ... (1 4 pps)
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e Errori a regime (caso discreto)

e Nel caso discreto la corrispondente definizione di tipo si riferisce al numero di poli nel punto

z=1
. T~ T HP()
z) E(z) | C(z)
e D(z) | 1 Hold - P(s) |

G(z) = D(z)HP(z) = D(z)(1 —z )2 [P:(SS)}

1
E(z) = TG(Z)R(Z)
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e Assumendo che il sistema sia stabile, I'errore a regime puo essere calcolato mediante il teorema
del valore finale:

reg = limy_oce(k) = lim, .1 [(1 —2z ")E(z)]

—  limy [(1 )1+G<Z>R(Z)}

= limqu [ Z 1+G(Z)R(Z)]
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e Errore di posizione

Io
e
. -1 1 To . To
ep = lim | (1 —2 )1—|-G(z)1 —z_l} =i [TG(Z)]
e Definendo k;, = lim,_.; G(z) costante di posizione
— I'(]
T 11k
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e Esempio
Z—l
G(z) = ————
1—0.5z1
conT =0.25s
— 1; — — 1 __
kp = hmqu G(Z) =2 €p = 11z — 0.333
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e Errore di posizione
Sistema di tipo 0 con ingresso a gradino Errore
12 1
09
1
0.8
0.7
0.8
0.6
L —
= 0.6 0.5
. 0.4
04 03 FII
- L
0.2
0.2
0.1
0 0
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
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e Esempio

0.3z 2

0.3z 2

G(z) =

con T =1 s. Il sistema ¢ ora di tipo 1

k, = lim,_; G(z) = o©

1—-—1.2z"14+0.2z2

(1—2z1)(1—-0.2z71)

e, =0
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e Errore di posizione

Sistema di tipo 1 con ingresso a gradino

Errore

12
I

1

0.4

0.5

0.2

-0.5
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Lezione 12 I

Specifiche nel Transitorio: Specifiche Frequenziali
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e Specifiche sul transitorio

o Nel caso tempo-continuo, si definiscono le seguenti caratteristiche temporali della risposta a
gradino:
— Tempo di salita T
— Tempo di assestamento T,
— Tempo di ritardo T,
— Massimo sorpasso o massima sovraelongazione S
— lIstante di massima sovraelongazione T,
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e Risposta di un sistema di secondo ordine

1.6
1.4+

1.2+

0.8+ ¢

c(t)

0.6 :
0.4} .
Ts
b =
02} |
0 L L L L i L L L
o 1 T2 3 4 5 6 7 8
Tr Tm Ta
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2

G(s) = “n

s2+25wns+wr21

e Tempo da 0 al 100% del V.F.: T; = —W—arccozg
wnV 1—

e |Istante di massimo sorpasso: T,, = 7~
wn 1—62
e Tempo di assestamento: T, = % (al 5 %), T, = ﬁ
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e Massimo sorpasso percentuale:

__om
S = 100[c(Ty) — 1] = 100e V1-9°

100

80 :

70+ .

501 — .

S %

40} , : 7

20+ .

10+ .

delta
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e Specifiche frequenziali

e Margine di fase Mp: detto —¢ |'argomento di G(ej‘”T) in corrispondenza della pulsazione
wo per la quale |G (e™0T)| = 1, il margine di fase Mg & il complemento a 7 di ¢, cioe

MF:W—¢

Tipici valori di specifica sono 45° +— 60°
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e Margine di ampiezza M,: & l'inverso del guadagno di anello alla pulsazione w’ a cui
corrisponde la fase 7:

1

My = =
|G (&)

dove arg{G(ej“’/T)} =

Valori usuali di specifica per questo parametro sono 4-6 (12-16 db)

Universita di Ferrara, Dip. di Ingegneria
v. Saragat, 1E, |-44123, Ferrara, ltalia
Sistemi di Controllo Digitale

Silvio Simani - Lezionel3 114

Lezione 13 I

Progetto per Discretizzazione del Controllore Analogico - |
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e Tre classi di tecniche progettuali

1. Metodo indiretto o per discretizzazione di un progetto analogico

2. Metodo diretto ossia nel dominio discreto:

- progetto con il luogo delle radici

3. Regolatori a struttura fissa (tipo PID industriale)
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e Metodo indiretto

,,,,,,,,,,,,

-

u,(t)

G(s)

ya(t)

yb(t)

e T il pil piccolo possibile 7
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e Tre passi concettuali

117

1. Definizione di T e verifica dei margini di stabilita del sistema

1 _ e—ST
Ho(s) =

T
S %s +1
—sT/2
HO(S) ~ e
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x(t) _e(t) 1 U,
)
D(s) T G(s)
2. Discretizzazione della D(s)

3. Verifica a posteriori (simulativa e sperimentale) del comportamento dinamico
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e Tecniche di discretizzazione:

Metodo delle differenze all’indietro (Eulero all'Indietro, EI)
Metodo delle differenze in avanti (Eulero in Avanti, EA)
Trasformazione bilineare (Tustin, TU)

Metodo della Z-trasformata con ricostruttore di ordine 0

BN
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e Metodo delle differenze all’indietro (EIl)

D(z) = D)y

e Esempio: d’é—g) + ay(t) = ax(t)

/Ot d}(fi(tt)dt — _a/Oty(t)dt + a/ot x(t)dt

calcolando per t = kT, pert = (k — 1)T e sottraendo si ha

y(kT) —y((k—DT) = —a [, y(t)dt
+a f(ll{il)T x(t)dt

12

—aT [y(kT) — x(kT)]
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Y(z) =2z 'Y(2z) — aT [Y(z) — X(z)]

Y (z) aT a
X s G(Z) = — = P
(z) 1—z'+aT 12" 44

Integrazione all‘indietro

1.4

T 7y
77 \ J

y()

0.6

04f

02f

0 ‘ i

o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t
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2. Metodo delle differenze in avanti (EA)
D(z) = D(s)]sz%

e Esempio

kT
/( y(t)dt ~ Ty((k—1)T)

k—1)T

/kT x(t)dt ~ Tx((k—1)T)
(k—1)T

y(kT) =y((k = 1)T) —aT[y((k - 1)T) — x((k — 1)T)]

Y (z) aTz ' a
X — G—(Z) — - — . —
(z) 1—(1—aT)z - +a
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3. Trasformazione bilineare (TU)

D(z) = D(s)|

_,—1
s_21 z

-T 14z—1

e detta anche integrazione trapezoidale (o di di Tustin)

y(t)dt =~
k—1)T 2

/kT [y(kT) + y((k —1)T)|T
(

x(t)dt =~
k—1)T 2

/kT [x(kT) + x((k —1)T)]T
(

Universita di Ferrara, Dip. di Ingegneria
v. Saragat, 1E, |-44123, Ferrara, ltalia
Sistemi di Controllo Digitale

Silvio Simani - Lezionel4 124

Lezione 14 I

Progetto per Discretizzazione del Controllore Analogico - 1l
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6. Metodo della Z-trasformata con ricostruttore di ordine 0 o dell'invarianza alla risposta al
gradino

z1 {D(z)#] _ [D(s)ﬂ

t=kT

D(z) = (1 — z—l)z{DiS)] _z iD(s)

e Possibilita di aliasing

e Da D(s) stabili a D(z) stabili
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e Progetto di regolatori

kqa(z — z
D(z) = ka(z = 20)
zZ — Zp
che corrispondono a
1-+s
D(s) = 1+s7
1+s7,
e Ad esempio, se si usa la trasformazione di Tustin: D(z) = ij:%:o 2(z—1)
Pls=Ter)
T—27
D) = T+20? T
T+ 20z + oo
T + 2719 2179 — T 27, — T
ki = ——7—, Z0 = s Zp = —
T + 27, 279 + T 217, + T

Universita di Ferrara, Dip. di Ingegneria
v. Saragat, 1E, |-44123, Ferrara, ltalia
Sistemi di Controllo Digitale




Silvio Simani - Lezionel4

127

e Progetto di rete ritardatrice

1+ s 1 1
D(w) = —+ 0 — < =
1+s7, Tp To

10— rrr———rrrrrr—Ampiezze

|G| (db)

101 100 10! 102
w (rad/s)

103

104

0 SN—

gradi

401

w (rad/s)

e 70 =0.01s, 7, =0.1s

10-1 100 10! 102 103

104
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e Alle alte frequenze, il valore del guadagno & dato da

-
a:—0<1
Tp

e Lo sfasamento massimo (in ritardo) & dato da

1l -«
&$,, = — arcsin
+ «

e si ottiene per la pulsazione
Q 1 1
Ty Ve

e Attenuazione alle alte frequenze (effetto positivo), sfasamento in ritardo (effetto negativo)
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e Progetto di Rete Anticipatrice

1+ s79 1 1
D(s) = —— 2 — <=
1+s7, To Tp
30 e Ampiezze
=
=
[©]
-10 Lo i I R Lo i Lo Ll
10-1 100 10! 102 103 104
w (rad/sec)
60—t s
401 1
-
<
&
20 1
0 N Loiriiid Lol Loiriiii
10-! 100 10! 102 103 104

w (rad/sec)

e 7,=0.01s, 79=0.1s
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e |l guadagno della rete per alte frequenze &

e Lo sfasamento massimo in anticipo &

& L1l -«
= arcsin
m + o
ottenuto alla pulsazione
1 1

Qm = —
Vo T/

e Sfasamento in anticipo (effetto positivo), aumento di guadagno (effetto negativo)
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Progetto di Reti Compensatrici - |l

Lezione 16 I
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Progetto mediante il luogo delle radici

e Equazione caratteristica del sistema in anello chiuso

1—|—k Go(Z):O

k & il parametro di interesse che si fa variare tra 0 e 400

Solitamente k rappresenta il guadagno
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Esempio di Progetto

o Nell'anello digitale sia

con T = 1 s. Per cui

z 4 0.9672
(z—1)(z — 0.9048)

G(z) = 0.0484

Le specifiche di progetto sul sistema in catena chiusa sono:

S% < 16, T, < 6s
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e Dalla specifica sul sorpasso si ha 6 = 0.5. Assumendo D(z) = k, I'equazione caratteristica

diventa
z -+ 0.9672

1 4 0.0484k

(z —1)(z — 0.9048)

Luogo delle radici
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e Nel caso tempo continuo, le specifiche su S% e T, implicano che la coppia di poli dominanti
del sistema in anello chiuso sia

s = —0.5 £ jO0.867 (0 =0.5, wh,=1)

e nel caso tempo discreto effettuando la trasformazione z = %7

z = 0.393 £ j0.462

e Nel piano z i poli del sistema in retroazione devono essere:
- interni al cerchio di raggior = e %“n = 0.6065
- entro la zona delimitata dal luogo a spirale logaritmica per § = 0.5

e Non sono soddisfatte le specifiche su S% e su T,

o Per K > 2 il sistema é instabile
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e Si introduce un regolatore dinamico

D(z) = k220

zZ — Zp

e Primo tentativo: zg cancella il polo z = 0.9048 e si fissa il polo del regolatore a sinistra, per

Luogo delle radici

esempio z, = 0.4 2

1L5F

05 \

-1.5F
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e | poli si posizionano in

z = 0.5476 + j0.6284

per cui & = 0.21 e quindi non & soddisfatta la specifica sul transitorio
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e Nuovo tentativo:

zo = 0.88

in modo che in questa zona lo sviluppo del luogo delle radici all'esterno dell’asse reale sia

modesto, e il poloinz = —0.5

2

L5

Luogo delle radici

(b)
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e Se si sceglie kK = 13 per cui

z = —0.04986 + j0.3035, z = 0.8757
e |l regolatore finale &
z — 0.88
D(z) = 13— —
z+ 0.5
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e Verifica simulativa
1.2 F ]
y L ]
r
0 ]
1 == ]
" L ]
-1.2 | ‘ ]
0 (secondi) 15

Universita di Ferrara, Dip. di Ingegneria
v. Saragat, 1E, |-44123, Ferrara, ltalia

Sistemi di Controllo Digitale




Silvio Simani - Lezionel7

157

Lezione 17 I

Regolatori Standard PID Digitali - |
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Regolatori standard

Tuning dei parametri

ed inoltre . ..

Struttura fissa tipo PID

Scelta del periodo di campionamento T

Discretizzazione algoritmi analogici

e Tuning automatico dei parametri
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Discretizzazione del classico regolatore PID analogico

! + T E(s)
— S S
T;s d

1

U(s) = K, (1 +
e Usando l'integrazione rettangolare

- Forma di posizione:

n

T Tq

Up :Kp €en + — 5 ek"__(en_enfl) +MR
T; T
k=0
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e Una forma di algoritmo particolarmente utilizzata in pratica

e Termine derivativo:

TdS
_ N tra3el0
1 -|- TdS/N
e Parte integrale: “differenza in avanti”
e Parte derivativa: “differenza all'indietro”
Dpin(z) = Kp [1 + ﬁ+
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Tuning dei parametri

e Due categorie di criteri

a) Quelli che utilizzano alcuni punti caratteristici della risposta y(t) per imporre I'andamento
transitorio desiderato.

b) Criteri di tipo integrale

ISE = [, [e(t)]*dt
IAE = [;7]e(t)|dt
ITAE = [;" tle(t)|dt
Universita di Ferrara, Dip. di Ingegneria
v. Saragat, 1E, |-44123, Ferrara, ltalia
Sistemi di Controllo Digitale
Silvio Simani - Lezionel8 168

e Tuning automatico
e Un semplice metodo e quello basato sulla stima del guadagno critico K. e del periodo di

oscillazione critica P, = i—’;

1/Kc
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e Stimati K. e P, si usa la tabella di Ziegler—Nichols

TipO Kp Ti Td
P 0.5K. 0%e) 0
PI 0.45K. | P./1.2 0
PID 0.6K. 0.5P. 0.125P,
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e Regole pratiche per la scelta di T:
a)
T < Tdom
- 10
b)
T<< = —5T=—>
100
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