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Controllo di Sistemi Multivariabile (MIMO) - 1
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e Assegnamento di autovalori o stabilizzazione: sfruttando le pro-
prieta di controllabilita (o stabilizzabilita), & possibile progettare leggi
di controllo con retroazione dello stato in grado di assegnare al siste-
ma ad anello chiuso determinate caratteristiche dinamiche, stabilite dalla
collocazione degli autovalori del sistema.

e Gli autovalori del sistema ad anello chiuso, almeno per la parte raggiungi-
bile, possono essere assegnati arbitrariamente (ovviamente, se complessi,
in coppia con il proprio coniugato).

e Con che criteri scegliere gli autovalori?
— Ovviamente a parte reale negativa (o modulo < 1, per sistemi tempo

discreto)

— Con una costante di tempo ragionevole (sufficientemente piccola da
garantire transitori soddisfacenti, sufficientemente grande da non ri-
chiedere prestazioni impossibili nella pratica)
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e In molti casi, non € cosi intuitivo stabilire il limite di ragionevolezza dei
criteri di scelta per gli autovalori

e Un approccio alternativo consiste nello stabilire un certo indice di pre-
stazioni e cercare la legge di controllo che garantisca la stabilita (per
progetti con retroazione) e |'ottimizzazione di tale indice
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Controllo Ottimo - 1
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e Obiettivo del controllo ottimo e determinare i segnali di controllo tali per
cui il sistema da controllare soddisfi determinati vincoli fisici e allo stesso
tempo renda minimo o massimo un qualche criterio scelto per misurarne
le performance.

Plant
Control
Tnput p Output
—
u(t) y(®)
State
Reference x®
Input
W - C —

r(t)

Controller

e Con riferimento allo schema generale di controllo per sistemi MIMO rap-
presentato in figura, lo scopo & trovare u(t) che porti I'impianto dallo stato
iniziale allo stato finale con alcuni vincoli su u(t) e sullo stato x(t) e che
allo stesso tempo estremizzi |'indice di costo scelto .J.
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Formulazione del Problema di Controllo Ottimo -1
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La formulazione di un “problema di controllo ottimo” richiede:

1. un modello matematico che descrive il comportamento del sistema dina-
mico da controllare (“impianto” o ‘plant”);

2. un indice di comportamento J (o criterio di ottimalita o funzione
di costo) che tiene conto delle specifiche desiderate e delle esigenze del
progettista (talvolta in contraddizione tra di loro);

3. (opzionale) la definizione delle condizioni al contorno e dei vincoli fisici
sulle variabili di stato e sul controllo.
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Formulazione del Problema di Controllo Ottimo - 2
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Esempi di definizione dell'indice di comportamento

1. Controllo a tempo minimo (si vuole trasferire lo stato di un sistema
da x(%p) a x(ff) nel tempo minore possibile):

Ly
Jz/ dtztf—tozt*
to

2. Controllo a consumo minimo (ipotizzando che |u(t)| sia proporziona-
le al consumo di un certo combustibile, come & in effetti per la spinta
generata da motori a reazione):

J— /tf ()] dt

to
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Formulazione del Problema di Controllo Ottimo - 3
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Esempi di definizione dell'indice di comportamento

3. Controllo a minima energia (ipotizzando, come & tipico nei sistemi
elettrici, che la potenza dissipata in elementi resistivi sia proporzionale a
Ru?(t), se u(t) & una corrente elettrica, e quindi I'energia dissipata si
ottenga integrando la potenza istantanea):

tf .
J:/ Ru*(t)dt
t

0

che in generale per un sistema multivariabile diventa:

J = / ! u(t)' Ru(t)dt

0

10
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Formulazione del Problema di Controllo Ottimo - 4
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Esempi di definizione dell'indice di comportamento

4. Tracking ad errore minimo (si vuole ridurre al minimo il quadrato
dell'errore di inseguimento x(?) = x,(t) — x4(t), dove x,4(t) € un valore
desiderato e x,(t) un valore effettivamente misurato)

= / R

5. Minimizzazione dell’errore sul punto finale (si considera sola-
mente il valore finale dell'errore visto in precedenza):

J = X(tf)TSfX<ff)dt

6. In generale: una combinazione dei precedenti, anche non necessaria-
mente definito tramite forma quadratiche.
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e L'indice J e quindi tipicamente un funzionale, cioe una “funzione di fun-
zioni" . Tali funzioni (x(¢) e u(t)) non sono inoltre indipendenti tra loro, in
quanto legate dal modello matematico della dinamica dell'impianto. Per-
tanto, un progetto di controllo ottimo richiede strumenti specifici per la
soluzione del problema di ottimizzazione, derivanti dalla teoria del Calcolo
delle Variazioni sviluppata dai matematici Eulero e Lagrange nel corso del

XVIII secolo.

12
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e Per un funzionale J(x(t)), il cui incremento rispetto ad una variazione
0x(t) della funzione (scalare) x(1) &:

AT = J(x(t) + 82(t) — J(x(t))

ed il cui sviluppo in serie di Taylor e:

0. 10%T .
AJ =— —— SR
J axdzz:(t) + 52 (0x(t))7) +
si definisce (prima) variazione di .J:
0.J

13
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e Condizione necessaria affinché la funzione (scalare) 2*(¢) corrisponda al

minimo (o massimo) di un funzionale del tipo

ty
J(x(t)) = / V(a(t), (1), t)dt
1

J 1o

e che essa soddisfi I'equazione di Eulero-Lagrange (o le equazioni, nei casi

oV d (VY _
or  dt \0i )

Tali equazioni si applicano anche allo studio dei sistemi meccanici, in quan-
to definiscono le equazioni del moto di un sistema conservativo, per il
quale il funzionale di interesse & |'azione, cioe l'integrale della funzione
Lagrangiana (differenza tra energia cinetica ed energia potenziale).

vettoriali):
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e Un metodo sistematico per risolvere il problema di ottimizzazione di una

15

funzione con vincoli di uguaglianza (es. ottimizzare f(x) imponendo

g(x) = 0) e quello basato sui moltiplicatori di Lagrange. Con tale metodo,
il problema viene ricondotto alla ricerca di un mimimo (o massimo) della
funzione aumentata:

L(x,A) = f(x) + X g(x)

detta anche in questo caso Lagrangiana (ma con diversa accezione), che
non e soggetta ai vincoli in quanto li include. Sebbene la soluzione del
problema richieda di determinare sia il valore ottimale x* che quello dei
moltiplicatori di Lagrange A", il che aumenta la dimensione del problema
stesso, grazie a A le variabili originarie sono rese indipendenti.
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e L 'ottimizzazione di un funzionale soggetto a vincoli di uguaglianza puo
quindi essere affrontata con tecniche basate sui moltiplicatori di Lagran-
ge e su equazioni di Eulero-Lagrange relative ad una specifica funzione
Lagrangiana che includa i vincoli richiesti.

e Se i vincoli sono costituiti da equazioni differenziali, si parla di ottimizza-
zione dinamica. Si tratta ovviamente della classe di problemi che include
pienamente il progetto del controllo ottimo per un sistema dinamico. Nella
soluzione di tali problemi di ottimizzazione dinamica, si applicano i meto-
di citati aumentando il problema originario tramite una funzione definita
Hamiltoniana, come verra descritto in dettaglio nel seguito.

16



Controllo Ottimo

Controllo Ottimo di un Sistema Dinamico -1
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e Sia dato il sistema dinamico
(t) = £(x(t), u(t), 1), Xos Ty 1)
e I'indice di comportamento

J = Sxlty)ty) /fo ) )t )

Costo terminale S/

‘Peso” sullo stato finale “Peso” sull’ evo|u2|0ne in [to,t¢]

con le condizioni al contorno

X(ty) = xp, mentre sia x(ts), che ¢ sono liberi

e Problema di controllo ottimo: determinare la funzione u*(t), vt € [to, 1|
in modo da minimizzare .J.

17
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Controllo Ottimo di un Sistema Dinamico - 2
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e Definita la funzione Hamiltoniana

H(x(t),u(t), A\, t) = fo(x(t),u(t),t) + X (H)f(x(t), u(t), 1)

dove A, «1 € detto co-stato o vettore delle variabili aggiunte
condizione necessaria affinche il problema abbia soluzione, cioe che u*(t)
se esiste sia ottima, & che in corrispondenza di u*(t), sia verificato - oltre
all'equazione (1) - il seguente sistema di equazioni differenziali

. OH'
At) = —a—z equazione del co-stato (3)
or = ( equazione del controllo (4)
ou
con le condizioni al contorno (finali)
08 oS T
I S = D
[7—[+ 8t]tf6tf+ lax A (t)]tf5Xf ) (5)

dove 0t e 0x; sono wvariazioni arbitrarie di £ e x; rispettivamente.

18
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e Essendo dt; e dx; valori arbitrari la (5) pud essere riscritta come

0S|
il [
[H+ 7, =0
s, S\ "
— ) — I e
e <>_tf ) — Alty (8){)”

e Si noti che la soluzione del sistema costituito dall’equazione di stato (1) e
dall'equazione di co-stato (3) impiega sia condizioni iniziali su x (x(tg) =
x() che condizioni finali su A (A(¢¢)), ed € quindi un problema denominato
two-point boundary value problem. Questo in generale rende di
difficile soluzione il problema della integrazione numerica delle equazioni
differenziali che lo costituiscono.
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e Nel caso in cui lo stato finale x; (o il tempo finale ) non sia libero ma
risulti vincolato le equazioni differenziali che risolvono il problema sono le
stesse, ma cambieranno le condizioni al contorno date dalla (5):

—se X5 € dato e 5 € libero, nella (5) sara 0xs = 0 e dts # 0 e quindi
risultera come unico vincolo

oS
—| =
[“at]tf )

—se x¢ € libero e ¢ & dato, nella (5) sara dxf # 0 e 6ty = 0 e quindi
risultera come unico vincolo

Alty) = (%)T

ty

— se sia Xy che t; sono dati, nella (5) sara dxy = 0 e oty = 0, e
quindi non ci saranno ulteriori vincoli in quanto tutte le condizioni
finali necessarie per risolvere il sistema di equazioni differenziali sono

20 fornite.
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Dato I'impianto

la funzione di costo
Ji= St + [ lx(®),u), e

e le condizioni al contorno la soluzione del problema di ottimo prevede i seguenti
passi:
1. definire la funzione hamiltoniana
H(x(t),u(t), A, t) == fo(x(t),a(t), t) + X (1)f(x(1), u(t), 1)
OH

2. minimizzare H rispetto a u: i 0 — u*(t) = h(x(t), A(t), 1)
u
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3. utilizzando i risultati del passo 1 e 2 trovare il valore ottimo di H* =
H(x(t), h(x(t), A(t),t), X, 1) e definire il sistema di 2n equazioni diffe-
renziali costituito da equazioni di stato e co-stato

. . . OH!
(1) = f(x(t),;l 1) S ) =y
Aty =

4. risolvere il sistema di equazioni differenziali con condizioni iniziali x, e
condizioni finali

oS S _‘
H+—| otp+ |=——=X(t)| doxp=0
e, o+ [ -0, o
I I
5. sostituire la soluzione delle equazioni differenziali x*(t) e A*(¢) ottenute
nell'espressione del controllo ottimo ottenuto al passo 2.

22
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Nota: |'ottimizzazione dell'indice di comportamento originale, ovvero un fun-
zionale soggetto alle equazioni di stato dell'impianto, & equivalente all otti-
mizzazione della funzione hamiltoniana H rispetto a u(t). In questo modo si
riduce l'iniziale problema di ottimizzazione di un funzionale a un piu ordinario
problema di ottimizzazione di una funzione.
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Esempio di controllo ottimo senza vincoli finali

Sia dato un punto materiale di massa m, .
in moto rettilineo, e sia possibile applica- £
c . " _b'
re alla massa una forza f diretta come il
moto. Sono note all'istante ¢ la posizione
RN X
x(ty) = w10 e la velocita o

A

e Con le opportune posizioni (in particolare u(t) = f(t)/m), I'equazione del

moto mi(t) = f, x(0) = x19, (0) = x99 (avendo assunto t; = 0), pud
essere riscritta come

{:t;l(t) = I

9 t) 331(0) = X0
io(t) = u(

(
§

t) xg((n = T90 ( )
e Specifiche: determinare I'azione di controllo ottima wu(t) € [to,t/] tale
per cui il punto materiale sia sufficientemente vicino all'origine all'istante

finale t y = 2 e I'azione di controllo (energia di controllo) sufficientemente
o4 limitata.
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e L'indice di comportamento puo essere scelto come

ty
J = cai(ty) +/ cou’ (t)dt, 1, Co > ()

to
dove ¢; e ¢y sono opportune costanti definite in modo da quantificare i
termini “sufficientemente”. Sia ¢y =cy =1/2 e x1p =1 m, x99 = 2m/s.

e Soluzione: Seguendo la procedura delineata nel lucido precedente si
trova che:

1.
Hx(t), ult), A1) = folx(D),ult), t) + N (OFx(t), u(t), t)
— %uz(t) + )\1(75)562@) + )\Q(t)u<t)
2. |
88_72;( =) — u(t) + )\2(75) =0 — U*(t) — _)\2(t)
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Esempio - 3
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3. Sostituendo |'espressione del controllo ottimo si trova
1
HIx() w (A1) = SN0+ Ma(Baat) = A1)
Lo
= Ai(t)z2(t) = 5A5(0)

da cui le equazioni di stato e di co-stato risultano

i?l(t) — —|—g—;}\_i — [Eg(t)

.Ci?Q(t) — —|—g—z\{2 — —)\Q(t) (7)
M) = —5E =0
Mft) = =% = =\(t)

26
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Esem pIO - 4. risolvendo il sistema di equazioni differenziali si ottiene

I Zfl(t) = Cégt3 — %tz—l—Cﬂ—f—Cl
_ & 2
To(l) = 7t — Cyt + O (8)
A(t) = Oy

\olt) = —Cyt + C,

in cui i parametri incogniti C; devono essere trovati imponendo le
condizioni iniziali (date)

e le condizioni finali che si possono dedurre (essendo ¢ fissato) da

03>T M) = (F) =0
f

Alty) = ( a2
w2 ).

Sostituendo le suddette condizioni in (8) si ricava un sistema algebrico
di 4 equazioni nelle 4 incognite C; da cui risulta

15
01:17 02:2: 03:_7 04:
27 11

(
T

—’

(W)
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Esempio -5
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5. L'espressione finale del controllo ottimo risulta pertanto
5 30

w(t) = =Xat) = Tt — 3

e In figura sono riportati gli andamenti delle variabili di stato e del controllo

0 0.5 1 1.5 2

28
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Esempio — Controllo Ottimo con Vincoli Finali
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Esempio di controllo ottimo con vincoli finali

Considerando lo stesso sistema dell’esempio precedente si vuole progettare il
regolatore ottimo in grado di trasferire lo stato del sistema da x(0) = [1 2]!
a x(2) =[1 0]', minimizzando I'energia di controllo.

e il modello del sistema & ancora (6)

e |'indice di comportamento che traduce le specifiche sara
r1
J = / —u?(t)dt
b 2

0
in cui ovviamente non compare piu il peso dello stato finale che e fissato

e Soluzione: fino al passo 4. la soluzione e identica al caso precedente,
cambiano solo le condizione al contorno per il calcolo dei coefficienti C;
che sono quelle inizialmente fissate

21(0) =1, 21(0) =2, 21(2) =1, 22(2) =0
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Esempio - 2
I s s I U N b A pnji

Sostituendo le suddette condizioni in (7) i valori dei coefficienti risultano
1 =1, Co=2, Chy=3, =4,
L'espressione finale del controllo ottimo risulta pertanto

W (t) = —o(t) = 3t — 4

e In figura sono riportati gli andamenti delle variabili di stato e del controllo

30
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Esempio - Controllo Ottimo con Vincoli Finali Parziali
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Esempio di controllo ottimo con vincoli finali parziali

Considerando lo stesso sistema dell'esempio precedente si vuole progettare il
regolatore ottimo in modo tale che lo stato del sistema passi da x(0) = [1 2]*
a un valore finale in £1(2) = 0 mentre z5(2) & libero, minimizzando |'energia
di controllo.

e il modello del sistema & ancora (6)

e |'indice di comportamento che traduce le specifiche sara

1.
J:/ —u?(t)dt
L2

0

in cui non compare il peso dello stato finale (d’altronde anche nel pri-
mo esempio il contributo di x9(2) non compariva, mentre ora x(2) &
vincolato). Si puo quindi considerare S = 0.

31
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Esempio - 2
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e Soluzione: anche in questo caso, fino al passo 4. la soluzione e identica
al caso precedente, cambiano solo le condizione al contorno per il calcolo
dei coefficienti C; che sono quelle inizialmente fissate

32’1(0) = 1, 33’1(0) = 2, $1(2) =1

piu |'ulteriore condizione sulla seconda componente di A:

a5
- (2) o
2/ t=2

Sostituendo le suddette condizioni in (7) i valori dei coefficienti risultano
2

Oy =1, Cy =2, 03:; Cy =3

L 'espressione finale del controllo ottimo risulta pertanto

32
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e In figura sono riportati gli andamenti delle variabili di stato e del controllo

e Si noti che |'espressione del controllo ottimo w*(¢) & funzione solo del
tempo e non dello stato x(#) e risulta pertanto un controllo in catena
aperta.

33
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Controllo Ottimo LQ
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e Il controllo ottimo LQ (Lineare - Quadratico) si ha nel caso in cui

— il sistema dinamico da controllare e di tipo lineare

— le funzioni che compaiono nell’'indice di comportamento sono quadra-
tiche

e Per cui, dato il sistema lineare tempo variante (LTV)
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), x(ty) = X
obiettivo del problema di controllo LQ & minimizzare il funzionale di costo
7 = (1S xty) + 5 f QU)o (R (Eu(r)de
' ' 0

dove le matrici Sy, Q(?) e R(t) sono tutte assunte simmetriche, le prime
due semi-definite positive mentre R(t) deve essere definita positiva:

S;=S;>0, QU)=Q®t)" >0, R()=R(#)" >0

34
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e Poiche in questo caso obiettivo del controllo & mantenere lo stato x(?)
vicino allo zero il problema e detto di regolazione dello stato. Una situa-

zione di questo tipo puo insorgere quando I'impianto e soggetto a disturbi
indesiderati che perturbano lo stato.

e Sinoti che il tempo finale t; < oo e specificato; per tale motivo il controllo
e detto a tempo finito.

35
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Controllo Ottimo LQ — Osservazioni 1
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e Considerazioni applicative: Perche considerare modelli LTV? Le
leggi della fisica non cambiano nel tempo e, comunemente, nemmeno |
coefficienti che descrivono i sistemi fisici tipicamente considerati nei pro-
getti di controllo (es. elettrici o meccanici), almeno NON durante periodi
di tempo limitati. Tuttavia, puo essere conveniente in alcuni casi modellare
come coefficienti variabili nel tempo alcuni parametri in realta dipendenti
da altre variabili di stato (es. la temperatura), che pero non si desidera
far comparire esplicitamente nel modello matematico.

36
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Controllo Ottimo

37
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e Solitamente le matrici S¢, Q(¢) e R(¢) sono scelte diagonali, in modo
da penalizzare i quadrati delle singole componenti di x(t;), x ed u. Una
possibile scelta di primo tentativo pud essere la seguente, con matrici

stazionarie

Sy=n"'

0

L/ (a1 (tg)|ar)?

0

/(|2 (_ff) 21)°
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Controllo Ottimo LQ — Osservazioni 3
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1 /(Jua(£)] 1) 0 (R
R(t) = [r(t; — to)] ! 0 1/ (UQEW‘”) (_)
] 0 0 1/(yu,a(t)|j.,f)2_

nella quale la notazione |v;(t)|ys sta ad indicare il valore massimo che il
progettista € disposto ad accettare per una certa variabile ad ogni istante
t dell’intervallo [to./].

e La scelta delle matrici di penalizzazione S, Q(t) e R(t) (con queste ulti-
me due che in effetti diventano matrici costanti), mostrata in precedenza,
ovviamente NON garantisce che la soluzione ottima rispetti tali limiti (in
quanto non considerati esplicitamente come vincoli), ma serve ad istituire
un metodo di valutazione quantitativa dell’indice di prestazione.

e | fattori moltiplicativi inversamente proporzionali a n, r ed alla lunghezza
dell'intervallo (t; — ty) hanno lo scopo di normalizzare I'indice di pre-
stazione, in modo da renderlo indipenente dalle dimensioni del modello

5 matematico e dall'orizzonte temporale.
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e Soluzione: la soluzione del problema di regolazione LQ dello stato a
tempo finito puo essere ottenuta con la stessa procedura degli esempi
precedenti:

1. si definisce la funzione hamiltoniana

_ %XT(t)Q(t)x(t)nt%uT(t)R(t)u(t)+)\T(t) (A(E)x(t)+B(t)u(1))

2. sl minimizza H rispetto a u:

OH ‘ _‘
- =0— R(t)u(t)+BY(H)A(t) =0 — u™(t) = =R {()BL (H)A(t)
u
3. si sostituisce il valore di u*(¢) appena trovato in H per trovarne il
valore ottimo e si scrivono le equazioni di stato e co-stato

A
%(t) = 887; o %(t) = A(D)x(t) + B(t)ua*(t)
. OH*L . .
Alt)=——— = Al) = -Q()x(t) — AT()A{)
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4. si risolve il sistema di 2n equazioni differenziali appena definito con le
condizioni iniziali
X(to) =0

as\" |
A= () = Smies 9)
X ) s
5. si sostituisce la soluzione delle equazioni differenziali x*(t) e X*(t)
ottenute nell’'espressione del controllo ottimo ottenuto al passo 2.

e Occorre notare che l'espressione del controllo che si otterrebbe sarebbe
comunque in catena aperta, mentre ragioni di robustezza nei confronti
di errori parametrici e disturbi esterni consigliano strutture di controllo in
retroazione (cioe dipendenti dalla stato interno x(¢) del sistema).

NON si cerca una diversa legge di controllo ma una sua differente realiz-
zazione. Infatti il controllo ottimo, se esiste, € unico!

40
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e Dinamica dello stato e del co-stato: impostare la soluzione del
problema di controllo ottimo in termini del sistema aumentato con il vetto-
re delle variabili aggiunte A(?) (co-stato) significa che la legge di controllo
ottenuta si puod rappresentare con il seguente diagramma a blocchi (che
non costituisce perd uno schema con retroazione dello stato originario):

x(to)
;; u*(t) B() + J X*(t) ’
* o
A o
State N
=49 -Q(1)
4 l(tr)
v
B'(t) AX(L) J‘ +
5
» -A'(t) :
: Costate ;
41 PRI -0 ey SOOI USRI |
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e || fatto che la realizzazione in retroazione della legge di controllo ottima
sia possibile € messo in evidenza dal cosiddetto principio di ottimalita
(di Bellmann)

Se la legge di controllo u*(t), definita in [ty, /], & ottima rispetto
ad un dato problema con condizioni iniziali (xy. t;) e ad essa e
associato I'andamento x*(), allora la stessa legge di controllo &
ottima in [t, ] relativamente allo stesso problema con condizioni
iniziali [x*(¢), t] per ogni t € [to, tf]. Segue che se u*(t) & una legge
di controllo ottima in [ty, /], essa si pud esprimere in ogni istante
t come funzione di x*(¢), cioe u*(t) = u*[x*(t), t|, Vt € [to, t/]

x(t)

f

X(ty) b-- E X(tg) ———E"

ty ty {r Lo t ty fr

Il principio di ottimalita non fornisce alcuno strumento per determinare
come la legge di controllo debba essere espressa in funzione dello stato del
sistema da controllare, ma dichiara che tale espressione (in retroazione) &

realizzabile.
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e Allo scopo di dedurre un’espressione del controllo ottimo che sia funzione
di x(), anziche di A(t) come in

u'(t) = —R7(t)B' (A1)

si parte dell'osservazione che in (9) il valore finale del vettore delle variabili
aggiunte e proporzionale al valore finale di x e si ipotizza pertanto una
relazione proporzionale

A(t) = S(t)x(t) (10)

per la quale varra chiaramente
S(tf) = Sy.

Per convincersene e sufficiente confrontare la (9) con la (10).
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e A partire dalla (10) & possibile trovare la dipendenza di A(¢) da x(t), cioe
determinare S(7).
Si differenzia (10) rispetto al tempo ottenendo

A(t) = S(t)x(t) + S(t)%(t) (11)

A questo punto si sostituiscono in (11) le espressioni delle derivate di stato
e co-stato, rispettivamente

(
X(t) = A(t)x(t) ~BOR (B (H)S(t)x(t)
At) = —Q(t)x(t) — AT(t)S(t)x(t) .

Effettuata la sostituzione si ottiene
—Q()x(t)— AT (1)S(t)x(t) = S(t)x(t)+S(t)A(t)x(t)—S(t)BH)R ()BT (1)S(t)x (1)

da cui, raccogliendo x(t)

[S(t)+s<t)A(t)+AT<t)S(t)—S(wB(t)R1(t)BT(t)S(t)+Q(t)} x(t) = 0.
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Poiche la relazione precedente deve essere verificata Vx(t), si ricava che
S(t) deve rispettare I'equazione differenziale

S(1)+S(HA()+AT(D)S(1) —S(HB(OR(O)BL(1)S(H)+Q(t) = 0, S(t;) =S,

detta equazione (matriciale) differenziale di Riccati.

Si noti che, poiché le matrici S¢, Q(t) ed R(t) sono simmetriche, anche
S(t) lo e. Di conseguenza, |'equazione differenziale matriciale di Riccati &
un sistema di n(n + 1)/2 (e non n x n) equazioni differenziali ordinarie
del primo ordine, nonlineari, tempo-varianti.

Inoltre la matrice S(t) dei coefficienti di Riccati & una matrice tempo-
variante che dipende dalle matrici dell'impianto A(#) B(?), dalle matrici
del funzionale di costo Q(?), R(t) e S¢ ma non dallo stato iniziale x(%)
del sistema.
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e Trovato S(t) dalla risoluzione dell'equazione differenziale di Riccati & pos-
sibile scrivere il controllo ottimo in funzione di x(?):

u'(t) = —R ()BT (1)S(t)x(t) = —K(t)x(t)

dove K(t) = R~'(¢)B”(¢)S(t) & chiamato guadagno di Kalman.

>
~
s’
F 3

(T)' Closed-Loop Optimal Controller

R 0B
i = S(OX*(t)

46 Off-Line Simulation of S(t)
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e Controllabilita del sistema: al fine di implementare il controllo ot-
timo in retroazione non e stata imposta nessuna condizione di controlla-
bilita dell'impianto. La cosa e dovuta la fatto che finche si considera il
controllo in tempo finito il contributo degli stati non controllabili (che al
limite potrebbero essere anche instabili) al funzionale di costo & una quan-
tita comunque finita. Al contrario considerando un intervallo di tempo
infinito sara necessario introdurre condizioni di controllabilita.
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e Dato il sistema
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), X(ty) = X (12)

obiettivo del problema di controllo LQ in tempo infinito € minimizzare il

funzionale di costo

Jo 2 /t T HQUx() + ul (DR ult)di

2
con le usuali condizioni su Q(t) e R(t) che devono essere simmetriche e
semi-definita positiva la prima, definita positiva la seconda. Diversamente
dal caso tempo finito, il termine relativo al costo terminale non avrebbe
alcun senso pratico, per cui esso non e presente nel funzionale di costo.

e Si noti che in questo caso il tempo finale ¢; non & specificato, ma e fat-

to tendere all'infinito. Di conseguenza se uno degli stati & incontrollabile
e/o instabile, il corrispondente indice di performance tendera all'infinito. E’
percio necessario imporre che il sistema (12) sia completamente controllabile.
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e Analogamente al caso tempo-finito il regolatore risulta
u'(t) = —R™H (OB (1)S(t)x(1)

dove
S(t) = lim {S(t)}

tf%oo

e una matrice simmetrica, semi-definita positiva, soluzione dell'equazione
differenziale di Riccati

S(t) + S(A() + AT(DS() — SOBOR I (BLHS(1) + Q1) = 0
che soddisfa la condizione

lim S(ts) = 0.

tf—>oo

49
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1 e e F 11 1T 11 Jl_H:lI:lI:”]
e Nel caso si consideri un sistema tempo-invariante

x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(1a) = xp (13

con il funzionale di costo

J = i/fx x! (1)Qx(t) + ul (H)Ru(t)dt

2

in cui le matrici Q = Q! > 0 e R = R! > 0 sono costanti, si trova che
il controllo ottimo e dato da

u'(t) = —R!'B! Sx(t) = —-Kx(t)
dove S e una matrice n X n, semi-definita positiva, simmetrica e costante.

e Poiché S & costante, essa & soluzione dell’equazione algebrica di Riccati
(ARE = Algebraic Riccati Equation)

dt

che pit comunemente viene scritta come

0=-SA-A'S+SBR 'B'S-Q

SA+A'S-SBR'B/S+Q=0
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e Nonostante la richiesta di completa controllabilita di (12), e poi come caso
particolare di (13), non & detto che il sistema in catena chiusa

%x(t) = (A —BR B! S)x(t)

risulti sempre stabile, in particolare quando I'impianto iniziale & instabile
e questi stati instabili non sono pesati nel funzionale di costo .J. Per
prevenire questa situazione e sufficiente ipotizzare che, data la matrice dei
pesi Q = G’ G, la coppia (A, G) risulti osservabile. Questa assunzione
garantisce che tutti gli stati potenzialmente instabili appaiano nel termine
del funzionale di costo x! (1)Qx(t).

La matrice dei coefficienti di Riccati S & definita positiva se e solo se
(A, G) e completamente osservabile.

o1
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e Anche in questo caso, si puo descrivere il sistema di controllo in retroazione
con il seguente diagramma a blocchi:

------------------------------------------------------------

----------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------

K= R B'S [+

Closed-Loop Optimal Controller

------------------------------------------------------------
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e Analogamente a quanto visto per il caso tempo finito, una scelta di ten-

tativo per Q e R puo essere:

/(e (0)]0)?
0

0 0

1/(‘2’:2@)‘1[)2 B 0
0 1/(2a(®)]ar)?

0 0

0
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e Alcuni autori considerano l'indice di comportamento J dipendente dall’u-
scita e non dallo stato del sistema. In questo caso, dato

X(t) = AX(t) + B ll(t), X(t(]) = X
y(t) = Cx(7)
J = % /f[ Jx 'y (6)Qy(t) +u’ (H)Ru(?t)] dt (14)

conQ=Q">0eR=R" >0
il controllo ottimo risulta

u*(t) = —-R BT Sx(t) = -K x(¢)
in cui S & soluzione di
SA +A’S—SBR'B’S+C'QC =0
S T

Q!
54
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e L'indice di comportamento in (15) & equivalente a

=1 / ¥ cTQex) T (ORu) | & (15)
to I 6,: )

per cui tutti i risultati precedentemente trovati rimangono validi salvo

sostituire Q con Q' = C'QC.

e Se il sistema (ovvero la coppia (A, B)) & stabilizzabile (cioe il sottospazio
di instabilita & contenuto nel sottospazio di raggiungibilita) e (la coppia
(A, C)) & rivelabile (cioe il sottospazio di non osservabilita & contenuto
nel sottospazio di stabilita) la ARE ammette come unica soluzione semi-
definita positiva S. Se la coppia (A, C) & completamente osservabile, la
matrice S & definita positiva.

e In questo caso la legge di controllo u*(¢) minimizza l'indice di comporta-
mento e stabilizza asintoticamente il sistema.
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e | casi esaminati sinora di controllo ottimo LQ consideravano implicitamen-
te come valori di riferimento “ottimi” I'origine dello spazio degli stati e
I'origine dello spazio degli ingressi (z = 0,u = 0).

e Nel caso si voglia considerare un set-point diverso dall’origine, si assume

— un sistema lineare tempo-invariante

x(t) = Ax(t)+Bu(t), x(tg) = Xg

y(t) = Cx(t)

con la coppia (A, B) stabilizzabile, la coppia (A, C) rivelabile;
— una coppia di vettori (u,,y,) che soddisfa le relazioni
0 = Ax,+Bu,
ypr = Cxy

— l'indice di comportamento

J = % fx {[y(ﬂ - YJ)]TQ[Y(t) — ¥yl + [u(t) — U;JTR[U(” - u.-')}} dt
' (16)

onQ=Q7>0,QeR™meR=R" >0, RecR™>.
56
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e Ponendo
(1) =x() =%, yot) =y(t)—yp  wlt) =ult) —u,
si ottiene un problema di regolazione a tempo-infinito il cui modello e

xXi(t) = Ax4(t) + Bu(t)
ys(t) = C X-Si(t)

7=5 [y s ul ) Ruo]

e Come visto, la soluzione del problema di controllo ottimo appena definito

risulta
uw'(t) = —Kx(t), K=R 'B'S

SA+A'S—-SBR!'B!Ss+cfQc=0, S>0

m
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e Da u,(t) = u(f) — u, si ottiene

u(t)

e la dinamica

= u(t) +u, = —Kx,(t) + v, = -K[x(t) — x| + u,
= —Kx(t) + u,,, u,, =u, +Kx,

del sistema chiuso in retroazione risulta

%(t) = (A — BK)x(t) + Buy, (17)

a cui corrisponde il seguente schema a blocchi

t
e y(?)
X(t) = Ax(t) + Bu(t)__| X(t),
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e Siccome il sistema & asintoticamente stabile, a regime sara lim x(¢) = 0

—00
lim x(t) = —(A - BK) 'Bu,, = —(A - BK) !( Bu, +BKx,)
=—AX,

— (A -BK) (A -BK)x, = x,

lim y(t) = v,
tlim u(t) = u,
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e Lo schema a blocchi

Y
Q

mette in evidenza lo stato “desiderato” x,. In generale esso non e dato,
ma viene fornito il vettore y,. E' percid conveniente calcolare il segnale

di controllo u(t) = —Kx(t) + u,,, definendo u,, sulla base del set-point
Vip:
t
Jd y(t)
x(t) = A x(t) + Bu(t) x(t)

60
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e Occorre verificare se & possibile determinare il vettore u,, corrispondente
a un dato y,. Vi sono 3 casi possibili:

— m =r . Visono tante uscite (1) quanto ingressi (r).
Dalla relazione

0 = (A-—BK)x,+Bu,

Sl ricava

61
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In questo caso il sistema si dice asservimento, e il vettore y(t) del-
le variabili controllate insegue in riferimento costante y, in maniera
ottima rispetto all'indice di comportamento fissato.

4
Q

Yr ,|_[C(A — BK)-!B]-! (1) = Ax(t) + Bu(t) —

x(t)

K <

—m > r. Vi sono piu uscite (m) che ingressi (1).
E' possibile determinare u,; solo per particolari valori del vettore y,,
in generale quindi non esiste soluzione.

—m < r. Visono piu ingressi () che uscite (m).
Possono esistere piu vettori u,, corrispondenti ad un dato vettore y,,.
In questo caso, & opportuno aggiungere componenti al vettore y(t)

(far crescere m) ovvero eliminare componenti dal vettore di controllo
(ridurre 7).



Controllo Ottimo

Controllo Ottimo Tempo-Continuo e Tempo-Discreto
A IO noan

63



Controllo Ottimo
Controllo Ottimo Tempo-Continuo e Tempo-Discreto — 2

I s s I [ IS I N W W REYI

Sistemi tempo-continui

Sistemi tempo-discreti

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), x(to) = xp

obiettivo del problema di controllo LQ & minimizzare il funzionale di costo

1 1 ftg
J= 5x"'"(rf)s.fx(rf) +z /t FxT(yQ(t)x(t) + uT (HR(t)u(t)dt (18)
]

Soluzione generale:
Risolvendo |'equazione (matriciale) differenziale di Riccati:

S(t)+S(HA)+AT (st -s(HBHOR™ ()BT (1)S(1)+Q(t) =0, S(t;) =S,
si trova il controlle ottimo
u' () = —R- N OBT()S(t)x(t) = —K(t)x(t)

dove K(t) = R~ ()BT (t)S(t) & il guadagno di Kalman.

Caso tempo-infinito:
Per sistemi tempo-invarianti, nel caso in cui t y — oo, I'equazione differenziale di Riccati si
riduce a una equazione algebrica (CARE - Continuous Algebraic Riccati Equation)

sA+ATs-sBr 'BTs+qQ=0
dalla cui soluzione si ottiene |'espressione del controllo ottimo

u ()= R 'BT Sx(t) = ~Kx(t)

64

x(k 4+ 1) = A(k)x(k) + B(k)u(k), x(ko) = xq
obiettivo del problema di controllo LQ & minimizzare il funzionale di costo
k 1'—1
. : L 3 T v PN Ty aai viopa i
o = Ex (A.I)Sfx(kf) + = z x (k)Q(k)x(k)+u’ (k)R(k)u(k) (19)
T k=kg

Risolvendo I'equazione (matriciale) alle differenze di Riccati:
S(k) = AT (k)S(k + 1)[A(k) — B(k)K(k)] + Q(k) =0, S(kf) =Sy

si trova il controllo ottimo

u*(t) = —K(k)x(k)

dove K(t) = [BT (k)S(k + 1)B(k) + R(k)] " *BT (k)S(k + 1)A(k) & il guadagno di
Kalman.

Per sistemi tempo-invarianti, nel caso in cui kf — 00, I'equazione alle differenze di Riccati si
riduce a una equazione algebrica (DARE - Discrete Algebraic Riccati Equation)

§=A"T{s-sBB7sSB+R| 'BTS}A+Q
dalla cui soluzione si ottiene 'espressione del controllo ottimo

u* (k) = —[BTSB + R 'B”T S Ax(k) = —K x(k)
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Sistemi tempo-continui Sistemi tempo-discreti

Comandi Matlab:

e Risoluzione dell’'equazione algebrica di Riccati (caso tempo-continuo): e Risoluzione dell'equazione algebrica di Riccati (caso tempo-discreto):

65

[S,E,K] = care(A,B,Q,R)

dove 5 & la matrice soluzione dell'equazione, E sono gli autovalori del sistema in catena
chiusa e K il guadagno di Kalman

Risoluzione del problema di controllo ottimo LQ (caso tempo-continuo):

[K,5,E] = 1qr(A,B,Q,R)

dove S & la matrice soluzione dell'equazione, E sono gli autovalori del sistema in catena
chiusa e K il guadagno di Kalman

[§,E,K] = dare(A,B,Q,R)

dove S & la matrice soluzicne dell'equazione, E sono gli autovalori del sistema in catena
chiusa e X il guadagno di Kalman

Risoluzione del problema di controllo ottimo LQ (caso tempo-discreto):
[K,8,E] = dlqr(4,B,Q,R)

dove S & la matrice soluzione dell'equazione, E sono gli autovalori del sistema in ca-
tena chiusa, K il guadagno di Kalman e Ts & il periodo di campionamento. Questa
ultima funzione non deve essere confusa con [K,5,E] = 1qrd(4,B,Q.R,Ts) che trova
il valore del guadagno di Kalman K| minimizzando il funzionale di costo (18), oppor-
tunamente adattato al caso tempo-infinito, e non (19) per il sistema tempo-discreto
ottenuto discretizzando il sistema (A, B. (', D) con periodo di campionamento 7.
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e Le condizioni necessarie per la soluzione dei problemi di controllo ottimo
descritti in precedenza sono casi particolari del cosiddetto Principio del
minimo di Pontryagin, il quale permette di considerare una formula-
zione piu generale che tenga conto anche di limitazioni sui valori ammissibili
da parte dell'ingresso di controllo, cioe u(t) e Y C R”

e |l principio del minimo di Pontryagin richiede come condizione aggiun-
tiva che la funzione Hamiltoniana assuma il suo valore minimo in U/ in
corrispondenza della soluzione di controllo ottimo u*:

HxH (1), w (), A\, 1) < H(x(t),u(t), A, t)  Yua(t) €U
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e Se il sistema dinamico considerato € lineare almeno rispetto all'ingresso:
x(t) = £(x(t), t) + B(x(t), tyu(t)

I'indice di prestazione e costituito da una funzione integranda lineare ri-
spetto all'ingresso:

tf o
F = / fo(x(t),t) + AL (x(t), t)u(t)dt

(

e la regione ammissibile I/ e definita con vincoli del tipo:
Wi = ’U/,'(t) < UiM Vt € [t{], f/] q = | 2,_ T

allora la legge di controllo compatibile con il principio del minimo di
Pontryagin e:

UiN se [WE(x(t),t) + X ()B(x(t), 1)]; <0,

wi(t) = < Ui se [RT(x(t),t) + A (1) B(x(t), 1)) > 0,
indefinito se [hX(x(t),t) + AL (1)B(x(t), t)]; = 0,

per ¢ = 1,2,...,7. Questa particolare tipologia di leggi di controllo
viene definita bang-bang, poiche fa assumere all'ingresso solamente valori

estremi.
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e Spesso i vincoli che delimitano la regione ammissibile per I'ingresso ven-

gono normalizzati, in modo che sia
|’U)?(t)| <1 vVt € [tg,tf], =12 ...,F

In questo caso la soluzione descritta in precedenza si puo scrivere nella
forma

wi(t) = —sign([h? (x(t),t) + A ()B(x(t),t)];), i=1,2,...,r

dove sign(.) indica la funzione segno di un numero reale.
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Esempio: Esempio di controllo bang-bang a tempo minimo

Con riferimento al problema di controllo del solito punto materiale in moto
rettilineo, si supponga che la variabile di controllo wu(?) sia soggetta alla limita-
zione |u(t)| < 1 e che si desideri, partendo da un punto iniziale 2(0) = 1 con
velocita &(0) = x9¢, raggiungere |'origine in tempo minimo, cioé che l'istante
finale t; (non assegnato) sia il pili piccolo possibile. Il modello del problema
di controllo ottimo € quindi:

{:i:l(t) = 2o(t) 21(0) = x19 ri(ty) = 0
io(t) = ult) 19(0) = o9 ao(ty) = 0 Ju(t)] <1Vt el0,t]

ty
J::/ dt:tf
0

La funzione Hamiltoniana per questo esempio € H = 1 + A\jxo + Asu.
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Applicando il principio del minimo di Pontryagin, si ottiene il sistema di equa-
zioni differenziali:
() = 0 = Ai(t) = costante = Apg
o(t) = M) = Xalt) = =it + Ay

che la legge di controllo deve essere di tipo bang-bang:
u(t) = —sign(Ao(t)) = sign(Agt — Agp)

e che, poiche l'istante finale non e specificato, la funzione Hamiltoniana deve
essere tale che:

H(ty) =1+ Xalts)ulty) =0

Da quest'ultima relazione, si ricava che A\y(tf) # 0 e, poiche \y(t) & funzio-
ne lineare di ¢, essa si pud annullare in un solo istante nell'intervallo |0, ¢].
Pertanto, & possibile solamente una commutazione del valore di u(t) durante
il movimento verso l'origine, in un istante di tempo 7 che pud essere ricava-
to sfruttando l'integrazione diretta delle equazioni di stato per u = 1 e per

u=—1.
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In particolare:

1. Se u(t) =1, si ottiene:

1.
262(75) = 9o + 1, :171(75) = T10 + Toot + §t2

eliminando la variabile ¢ si ottiene una famiglia di traiettorie (paraboliche)
descritte dall’'equazione:

1 . 1 .
ri(t) = 5333@) + 210 — 5513%0

2. Se u(t) = —1, si ottiene:

To(t) = oo — t, x1(t) = 210 + 220t — 5752

eliminando la variabile ¢ si ottiene una famiglia di traiettorie (paraboliche)
descritte dall’equazione:

1 . 1 .
x1(t) = ——x%(t) + 210+ —ZU%O
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Tali famiglie di traiettorie possono essere rappresentate nel piano x129 (detto
piano delle fasi) come mostrato nella figura seguente (caso 1 a sinistra, caso

Si noti che le traiettorie convergono verso |'origine per gli archi di parabola
rispettivamente indicati con 7" (caso 1) e v (caso 2). Solamente se lo stato
iniziale e esattamente su uno di questi due archi di parabola, la legge di controllo
sara costante su tutto l'intervallo [0, ¢, altrimenti ci sara una commutazione

dal caso 1 al caso 2 o viceversa.
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In generale, le traiettorie generate dal controllo ottimo possono essere descritte
come mostrato nella seguente figura

]

La regione R del piano contiene gli stati iniziali per i quali la legge di controllo
deve assumere il vanre iniziale u(t) = 1 e poi commutare u(f) = —1 una volta

raggiunto |'arco v~. Vale il viceversa per la regione R~
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La figura seguente mostra |I'andamento delle variabili z (%), x2(t) e u(t), oltre
alla corrispondente traiettoria nel piano delle fasi, nel caso in cui 19 = —2 e
rog = —4, dalle quali si ottiene che l'istante di commutazionee 7 = 7.16 s e
I'istante finale ¢y = 10.3 s.

2 I 2 i
u 0 xl

1 : 3 Z

it \ i
0 i 4 TX 7

5 S o 7
1 8 yi

-10 e o
!
2 y / -12
T ‘f
0t 2 4 6 8 10 12 0t 2 4 6 8 10 12

4

. e $*2
N 3 ‘\\ R
. Y @=-1)
2 :1
.4 R

=1)
!

6 i x(0) 7
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, 1 . .
2(t) =z (t) + ;@(U\ﬁzml

|

la variabile z(¢) puo essere utilizzata per rilevare online in quale regione (R o
R ™) del piano delle fasi si trovi lo stato del modello dinamico e, di conseguenza,
determinare il valore di u(t). Infatti:

x(t) e Rt < z(t) <0, r(t)e R~ < z(t) >0
Pertanto, la legge di controllo diventa w(t) = —sign(z(t)) e puod essere
realizzata con lo schema a blocchi della figura seguente:

v = X
7(t)| —1 u(t)} N =%
* =U

}ﬁnj |
Pl =

b | 7]
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e In generale, non sempre tutte le variabili di stato di un sistema dinamico
reale sono disponibili per misura diretta. Inoltre, anche le variabili misura-
bili possono essere affette da rumore, il quale spesso puo essere descritto
con modelli stocastici Gaussiani. In tali casi, al fine di stimare il vettore di
stato di interesse per il controllo, si applicano metodologie di progetto per
osservatori ad anello chiuso, tra i quali il piu diffuso (anche nella pratica)
e il filtro di Kalman.

e Come noto, se il modello matematico del sistema considerato € LTI e
completamente raggiungibile ed osservabile, € possibile progettare in modo
separato |'osservatore dello stato ed il controllo basato su retroazione dello
stato stimato.
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e Se il progetto di controllo & di tipo LQ (a tempo infinito) e I'osservatore
e un filtro di Kalman, si parla di controllo LQG (Lineare Quadratico
Gaussiano).

e |l controllo LQG € ottimo rispetto al valore atteso dell'indice di prestazione,

cio€é minimizza:

E [ /O N x' (1)Qx(t) + ul (t)Ru(t)dt
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